Basiert auf dem Skript von V. Tassion

1 Wahrscheinlichkeitsraume

Def Grundraum ) Elementarereignis w € ()

Def o-Algebra F C P(Q) Ereignis A ¢ F

(i) QerF

(i) AeF = A‘ec F

(i) Ay, A, eF = [JAieF
i<n

JE&RN Abgeschlossenheit der o-Algebra F
iy 0OeF

(i) Ay, A, e F = ﬁAie]—“
(iii) A,Be]—"=>AUBze:1}"

(v) A BeF = ANnBeF

Def Wahrscheinlichkeitsmass auf (2, F) : P
P:F —0,1] s.d. A — P[4]
iy PO=1

i= i=

- Eigenschaften von P

(4=
=1

(i) Pk[@]:o ) )
(i) (A4i=0 = P|JA| =D PlA]

(i) P[AS] =1 - P[4]
(iv) P[AU B]=P[A]+P[B]—P[AN B

Def Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) AcF, wecQ

. . def
A tritt ein <~ w€A (i) 0 tritt nie ein

A tritt nicht ein & w ¢ A (i) Q tritt immer ein

Def Laplace Modell (22, F,P) O endlich.
() F=PO)

(i) vAer: Pa=A

1l
- Niitzliche Ungleichungen

(i) ACB = P[A] <P[B] (Monotonie)
[0
Ay, As, ... mijssen nicht disjunkt sein.

- Stetigkeit von P gegen oo

(i) Vn:A,C A,y = lim P[4

n—roo

< ZP[AJ (Union Bound)

3

2| U,
7| 5.

8

(i) Vn:B,2Bpy1 = lim P[B

n—oo

(An), (Bn) sind monotone Folgen von Ereignissen

1.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit
Def Bedingte Wahrscheinlichkeit

P[AN B

P[A | B] := B[]

A,B€F, P[B]>0

Bl pala =1 PA>0
JE&RN Totale Wahrscheinlichkeit

=) P[A|B] - P[B]
i=1

Bi,- -, By sind eine Partition von Q, P[B;] > 0.

- Bayes

VAe F: P[A

P[A|B;] - P[B;]

Vi=1,---,n: P[Bz‘A] = Z;L:l]P)[A|BJ] ]P’[B]}

Bi,- -, By sind eine Partition von 2, P[B;] > 0, P[A] > 0.

1.2 Unabhangigkeit
Def Unabhangigkeit

A, B unabhingig <% P[AN B = P[A] - P[B]

- Aquivalente Aussagen zur Unabhangigkeit
(I) P[A N B] = P[A] . P[B] (Defintion)
(ii) P[A|B} = IP[A] (B kein Einfluss auf A)
(i) P[B|A] = P[B]

A,BeF, P[A],P[B]>0

(A kein Einfluss auf B)

Def Unabhangigkeit fiir Ereignissmengen

4

jeJ

(A;)ier unabhingig & v CI:P

jeJ

I ist eine Indexmenge. Dies muss fiir alle J C I (endlich) gelten.

=[] Pl4;]



2 Zufallsvariablen

Def Zufallsvariable

X: Q>R sd VaeR: {weQ’X(w)ga}e}'

(92, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
Def Indikatorfunktion

0 w¢A

AeF
1 weA

YweQ: Ty(w) ::{

Notation Ereignisse beziiglich Zufallsvariablen

{X <a} = {wEQ‘X(w)Sa}
l[a<X<b) = {weQ‘a<X(w)§b}
P[X < d] - P[{Xﬁa}}

Def Verteilungsfunktion Fx : R — [0,1]

VaeR: Fx(a) =P[X <d]

Notation lim Fx(a) = F(a™) =P[X < qd]

T—a "

& plo < X <] = Fx(b) — Fx(a)
- Eigenschaftern der Verteilungsfunktion
()  Fx monoton

(i)  Fx rechtsstetig
(iii) GEIPDOFX(Q) =0 A alggoFX(a) =1

Def Unabhangigkeit
X1, ,Xn unabhingig <g> Va1, - ,xn €R:

- Unabhangigkeit von Gruppierungen

X1, -+ Xy sind unabhangig, dann sind auch Y7, --- Y}, unabhangig:

Yl = d)l(Xla"' 7Xi1)7"' 7Yk = ¢k(Xik,1+17"' asz)

1 <ip <ig <--- <ip <nsind Indizes, ¢1, - ,¢px sind Abbildungen

Def Folgen von Zufallsvariablen

() unabhingic <&  Wn>1:X;,---,X, unabhingig

def

(i) iid <= unabhingig, und Vi,j : Fx, =

i.i.d = Independent & identically distributed

2.1 Diskrete Zufallsvariablen
Def Diskrete Zufallsvariable

def.

X:Q— Rdiskret < IWCR)<N: PXeW]=1

bzw. die Werte von X liegen f.s. in W

- Variablen diskreter Grundraume sind diskret

Q<N = X :Q — Rist diskret

Def Verteilung diskreter Variablen
(p(:c)) w s.d. p(z) := P[X = x| heisst Verteilung
[AS

X ist diskret mit W XN p(z) ist nicht Fx

- Vp(x) : Z p(:c) =1  p(x) ist eine diskrete Verteilung

zeW

- Zur diskreten Verteilung existiert eine Variable

V(p(:v)) €[0,1): 3(Q,F,P), X mit Verteilung p(x)

zeW

D.h man kann sagen: "Sei X eine Variable mit Verteilung (])(;1:))

- Diskrete Verteilungsfunktion

Fx(w)=Pe<X]=> ply) yeW

y<z

zeW

2.2 Diskrete Verteilungen
Def Bernoulli-Verteilung X ~ Ber(p)

Intuitiv: Minzwurf

0<p<1, W={0,1}
Def Binomial-Verteilung X ~ Bin(n,p)

Intuitiv: Anzahl Erfolge bei wiederholtem Bernoulli-Experiment

i = = ()

0<p<1, neN, W=H0,...,n}
- Bernoulli-Summen sind Binomial-verteilt
Spi=X14+...+ X, ~Bin(p,n)

0<p<n, meN, Xi,...,. Xn ~ Ber(p) unabhangig

- Bin(1, p) = Ber(p)

- X1 ~ Bin(n,p), X2 ~ Bin(m,p) = X1 + X2 ~ Bin(n + m, p)

Def Geometrische Verteilung X ~ Geom(p)

Intuitiv: Bernoulli Experiment erfolgreich beim k-ten Versuch
k—1
PIX =k =p-(1-p)
0<p<1, ke&Ny

Def Negativbinomiale Verteilung X ~ NBin(r,p)

Intuitiv: Wartezeit zum r-ten Erfolg

k-1
PIX = k] = "(1—p)tT
[ ] <T_1>p( p)
reN, pel0,1], ke{r,r+1,...}, Nur auf Folien

- Interpretation

Fir X1, Xa2,... unabhingig s.d. X; ~ Ber(p):

T, = inf{n > 1’ zn:XZ— = 7"} ~ NBin(r, p)
i=1

XX, X, ~ Geom(p) = X := X7_, X, ~ NBin(r, p)



Def Hypergeometrische Verteilung X ~ H(n,r,m)

() ()
(m)
neN, m,re{0,1,...,n}, ke{0,1,...min(m,r)}

- Interpretation
n Objekte in einer Urne, » von Typ 1, n — r von Typ 2

Ziehe m, Sei X die Anzahl Objekte Typ 1, dann X ~ H(n,r, m)
Das modelliert z.B. Lotto

P[X = K] =

Def Poisson-Verteilung
Intuitiv: Sehr seltene Ereignisse

A€ Rsg, keNp
- Poisson-Approximation der Binomialverteilung
Xn ~Bin(2), N~ Poisson(\), n>1

lim P[X, = k] =P[N = k]

n—oo

Intuitiv: Fiir grosse n haben X, und N sehr dhnliche Eigenschaften

Remark Auch genannt: Konvergenz in Verteilung, Schwache Konvergenz
Convergence in distribution/law, weak convergence

2.3 Stetige Verteilungen
Def Stetig verteilte Zufallsvariable X : ) — R
Intuitiv: fx (¢)d¢ ist Die W.-keit, dass X in [¢,¢ + dt] ist

HfXR — R+ s.d. FX(ZE) = \/z fx(t) dt

Stetig, da F'x somit eine stetige Funktion ist

Remark fx heisst Dichtefunktion von X

- Dichtefunktion ist die Ableitung der Verteilung

F'x stetig, stiickweise diff.-bar —co =20 < 21 < ... Zp—1 < Tp = ©

Iy = Fi(z) 3keA{0,...,n—1}sd. x € (vg, Tht1)
X ay T €{T1,. .., Tn_1}

Remark fx (Stetig) ist Intuitiv das Analogon zu p, (Diskret)

Def Gleichverteilung X ~ U([a,b])
Intuitiv: Zufalliger Punkt in [a, b]

fx(@) = {bla vl

0 sonst

Def Exponentialverteilung 7' ~ exp(A)

Ae™M 1 >0
fr(z) = {0 2 <0
A>0
- Eigenschaften von exp
Def Normalverteilung X ~ N(m,o?)

]_ _(m—wt)z
X = game

&R Eigenschaften von \

3 Erwartungswert

Def Erwartungswert (nicht-negativ)

E[X] :/Ooo (1—Fx(x)> de

X:S 5 R Xw) >0Vwen

Remark E[X] kann unendlich sein

Bl v cQ: X(w) >0 = E[X]>0
Gleichheit: E[X] =0 <= X =0, fast sicher

Def Erwartungswert
EX]=E[Xy] -E[X_] falls E[X]|] <0

Remark X kein konst. Vorzeichen, nicht E[|X|] < oo: E[X] undefiniert

3.1 Diskreter Erwartungswert
- Diskreter Erwartungswert

E[¢(X)] = > ¢(z)-P[X = 2

weWw

X:0->R, W<xN ¢:R—-R

Ber(p) E[X]=p
Poisson(\) | E[X] = A
Bin(n, p) EX]=n-p
Ta E[l4] = P[4]

3.2 Stetiger Erwartungswert

Def Erwartungswert (stetig)

E[X] :/_O;m-f(x) do

X :Q — R, f(z) Dichtefunktion
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