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0 Introduction

This summary is intended to give you a broad overview of the topics relevant for the exam and is not intended to serve
as a full on replacement for the script. We have decided to write it in German, as is the new script and for some of the
topics that are poorly explained in the script, we have added further explanations.

The numbering should match the script’s numbering exactly (apart from the cases where two definitions were combined
due to being closely related and short), making it easier for you to look up the relevant definitions, theorems, etc in
context in the script.
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1 Einfiihrung
1.1 Rundungsfehler

Absoluter & Relativer Fehler Definition 1.1.1

|7 — ||

|||

» Absoluter Fehler: ||z — z||

= Relativer Fehler: fur ||z]| £ 0

wobei Z eine Approximation an x € R ist

Rundungsfehler entstehen durch die (verhaltnismassig) geringe Prézision die man mit der Darstellung von Zahlen auf
Computern erreichen kann. Zusitzlich kommt hinzu, dass durch Unterl3ufe (in diesem Kurs ist dies eine Zahl die zwischen
0 und der kleinsten darstellbaren, positiven Zahl liegt) Prazision verloren gehen kann.

Uberlaufe hingegen sind konventionell definiert, also eine Zahl, die zu gross ist und nicht mehr dargestellt werden kann.

Ausloschung Bemerkung 1.1.9

Bei der Subtraktion von zwei dhnlich grossen Zahlen kann es zu einer Addition der Fehler der beiden Zahlen
kommen, was dann den relativen Fehler um einen sehr grossen Faktor vergrdssert. Die Subtraktion selbst hat
einen vernachlassigbaren Fehler

Beispiel 1.1.18: (Ableitung mit imagindrem Schritt) Als Referenz in Graphen wird hier oftmals die Implementation
des Differenzialquotienten verwendet.

Der Trick hier ist, dass wir mit Komplexen Zahlen in der Taylor-Approximation einer glatten Funktion in z( einen rein
imaginaren Schritt durchfithren kdénnen:

1
f(xo +ih) = f(xo) + f'(wo)ih — §f”(3:0)h2 —4C - h? fir h€ Rund h — 0

Da f(xo) und f”(x¢)h? reell sind, verschwinden die Terme, wenn wir nur den Imaginirteil des Ausdruckes weiterver-
wenden. Nach weiteren Vereinfachungen und Umwandlungen erhalten wir

oo = MU+ 1)

Falls jedoch hier die Auswertung von Im(f(zo + ih)) nicht exakt ist, so kann der Fehler betrachtlich sein.

Beispiel 1.1.20: (Konvergenzbeschleunigung nach Richardson)

yf'(x) = yd (g) + %f’“(x);«ﬁ + ﬁﬂs)m Y= @)

= —d(h) — @ + s f O R 35 @)

=4d (Z) d(h) + 0O (h') &

wobei im Schema dann
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und

und f'(z) = Ry +C - (}—3)2k+2
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1.2 Rechenaufwand

In NumCS wird die Anzahl elementarer Operationen wie Addition, Multiplikation, etc benutzt, um den Rechenaufwand
zu beschreiben. Wie in Algorithmen und * ist auch hier wieder O (...) der Worst Case. Teilweise werden auch andere
Funktionen wie sin, cos, ,/--, ... dazu gezahlt.

Die Basic Linear Algebra Subprograms (= BLAS), also grundlegende Operationen der Linearen Algebra, wurden be-
reits stark optimiert und sollten wann immer moglich verwendet werden und man sollte auf keinen Fall diese selbst
implementieren.

Dieser Kurs verwendet numpy, scipy, sympy (collection of implementations for symbolic computations) und matplotlib.
Dieses Ecosystem ist eine der Starken von Python und ist interessanterweise zu einem Grossteil nicht in Python geschrie-
ben, da dies sehr langsam ware.
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1.3 Rechnen mit Matrizen

Wie in Lineare Algebra besprochen, ist das Resultat der Multiplikation einer Matrix A € C™*™ und einer Matrix
B € C"*P st eine Matrix AB = C™*P

_ haben wir folgende Funktionen:

= b @ a (oder np.dot(b, a) oder np.einsum('i,i', b, a) fiir das Skalarprodukt
= A @ B (oder np.einsum('ik,kj->ij', )) fiir das Matrixprodukt

» A @ x (oder np.einsum('ij,j->i', A, x)) fur Matrix x Vektor

= A.T fiir die Transponierung

» A.conj() fiir die komplexe Konjugation (kombiniert mit .T = Hermitian Transpose)
» np.kron(A, B) fiir das Kroneker Produkt

» b = np.array([4.j, 5.j]) um einen Array mit komplexen Zahlen zu erstellen (j ist die imaginare Einheit, aber
es muss eine Zahl direkt daran geschrieben werden)

Bemerkung 1.3.4: (Rang der Matrixmultiplikation) Rang(AX) = min(Rang(A), Rang(X))

Bemerkung 1.3.7: (Multiplikation mit Diagonalmatrix D) D x A skaliert die Zeilen von A wahrend A x D die Spalten
skaliert

Beispiel 1.3.9: D @ A braucht O (n?’) Operationen, wenn wir jedoch D.diagonal() [:, np.newaxis] * A verwen-
den, so haben wir nur noch O (ng) Operationen, da wir die vorige Bemerkung Nutzen und also nur noch eine Skalierung
vornehmen. So kénnen wir also eine ganze Menge an Speicherzugriffen sparen, was das Ganze bedeutend effizienter
macht

Bemerkung 1.3.14: Wir kénnen bestimmte Zeilen oder Spalten einer Matrix skalieren, in dem wir einer Identitdtsmatrix
im unteren Dreieck ein Element hinzufigen. Wenn wir nun diese Matrix E (wie die in der LU-Zerlegung) linksseitig mit
der Matrix A multiplizieren (bspw. E1) A), dann wird die zugehérige Zeile skaliert. Falls wir aber AE(21) berechnen,
so skalieren wir die Spalte

Bemerkung 1.3.15: (Blockweise Berechnung) Man kann das Matrixprodukt auch Blockweise berechnen. Dazu benut-
zen wir eine Matrix, deren Elemente andere Matrizen sind, um gréssere Matrizen zu generieren. Die Matrixmultiplikation
funktioniert dann genau gleich, nur dass wir fiir die Elemente Matrizen und nicht Skalare haben.

Untenstehend eine Tabelle zum Vergleich der Operationen auf Matrizen

Name Operation  Mult Add Komplexitat
Skalarprodukt xfly n n—1 O (n)
Tensorprodukt ayt nm 0 O (mn)
Matrix x Vektor Az mn  (n—1)m O (mn)
Matrixprodukt AB mnp (n—1)mp O (mnp)

Bemerkung 1.3.16: Das Matrixprodukt kann mit Strassen’s Algorithmus mithilfe der Block-Partitionierung in O (n1°g2(7)) ~

O (n?#1) berechnet werden.

Bemerkung 1.3.17: (Rang 1 Matrizen) Kénnen als Tensorprodukt von zwei Vektoren geschrieben werden. Dies ist
beispielsweise hierzu niitzlich:

Sei A =ab'. Dann gilt y = Az < y = a(b' z), was dasselbe Resultat ergibt, aber nur O (m + n) Operationen und
nicht O (mn) bendtigt wie links.

Beispiel 1.3.18: Fiir zwei Matrizen A, B € R™*P mit geringem Rang p < n, dann kann mithilfe eines Tricks die

Rechenzeit von np.triu(A @ B.T) @ x von O (pn?) auf O (pn) reduziert werden. Die hier beschriebene Operation
berechnet Upper(ABT)x wobei Upper(X) das obere Dreieck der Matrix X zuriick gibt. Wir nennen diese Matrix hier
R. Wir kénnen in NumPy den folgenden Ansatz verwenden, um die Laufzeit zu verringern: Da die Matrix R eine
obere Dreiecksmatrix ist, ist das Ergebnis die Teilsummen von unserem Umgekehrten Vektor z, also kénnen wir mit
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np.cumsum(x[::-1], axis=0)[::-1] die Kummulative Summe berechnen. Das [: :-1] dient hier lediglich dazu, den
Vektor x umzudrehen, sodass das richtige Resultat entsteht. Die vollstandige Implementation sieht so aus:

def low_rank_matrix_vector_product(A: np.ndarray, B: np.ndarray, x: np.ndarray):

n, _ = A.shape

y = np.zeros(n)

# Compute B * = with broadcasting (z needs to be reshaped to 2D)

v = B * x[:, None]

# s 1s defined as the reverse cummulative sum of our vector

# (and we need it reversed again for the final calculation to be correct)
s = np.cumsum(v[::-1], axis=0)[::-1]

y = np.sum(A * s)

Definition 1.3.21: (Kronecker-Produkt) Das Kronecker-Produkt ist eine (ml) x (nk)-Matrix, fir A € R™*" und
B € R die wir in NumPy einfach mit np.kron(A, B) berechnen kénnen (ist jedoch nicht immer ideal):

(A)i1B  (A)2B ... ... (A).B
(B (ApsB - oo (A)pnB

Beispiel 1.3.22: (Multiplikation des Kronecker-Produkts mit Vektor) Wenn man A® B-x berechnet, so ist die Laufzeit

O (m xnx1lxk), aber wenn wir den Vektor x in n gleich grosse Blocke aufteilen (was man je nach gewiinschter
nachfolgender Operation in NumPy in O (1) machen kann mit x.reshape(n, x.shape[0] / n)), dann ist es moglich
das Ganze in O (m -1 - k) zu berechnen.

Die vollstandige Implementation ist auch hier nicht schwer und sieht folgendermassen aus:

def fast_kron_vector_product(A: np.ndarray, B: np.ndarray, x: np.ndarray):

#

#

bx

#
y

First multiply Bz_<, (and define z_1i as a reshaped numpy array to save cost (as that
< will create a waltd array))

This will actually crash if x.shape[0] is not divisible by A.shape[0]

= B * x.reshape(A.shape[0], round(x.shape[0] / A.shape[0]))

Then multiply a with the resulting vector

= A Q bx

Um die oben erwahnte Laufzeit zu erreichen muss erst ein neuer Vektor berechnet werden, oben im Code bx genannt,
der eine Multiplikation von Bx_i als Eintrage hat.
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2 Polynominterpolation

2.1 Interpolation und Polynome

Bei der Interpolation versuchen wir eine Funktion fdurch eine Menge an Datenpunkten einer Funktion f zu finden.

Die x; heissen Stitzstellen/Knoten, fiir welche f(z;) = y; gelten soll. (Interpolationsbedingung)

o X1 ... In

, T,y €ER
Yo Y1 --- Yn i

Normalerweise stellt f eine echte Messung dar, d.h. macht es Sinn anzunehmen dass f glatt ist.
Die informelle Problemstellung oben lasst sich durch Vektorraume formalisieren:

f €V, wobei V ein Vektorraum mit dim()) = oo ist.

Wir suchen d.h. fin einem Unterraum V,, mit endlicher dim(V,,) = n. Sei B,, = {b1,...,b,} eine Basis fiir V,,. Dann

lasst sich der Bezug zwischen f und f: fn(x) so ausdriicken:

f(x) = fulz) =Y asbi(@)
j=1

Bemerkung 2.1.2: Unterrdume V), existieren nicht nur fir Polynome, wir beschranken uns aber auf b;(x)
Andere Méglichkeiten: b; = cos((j — 1) cos™ 1(x)) (Chebyshev) oder b; = €*2™i* (Trigonometrisch)

Satz 2.1.5: (Peano) f stetig = Jp(x) welches f in || - || beliebig gut approximiert.

Definition 2.1.7:] (Raum der Polynome) Py, := {z — Z?:o a2’} (Definition 2.1.8: (Monom) f: x s a*
Satz 2.1.9: (Eigenschaft von Py;) Py, ist ein Vektorraum mit dim(Py) = &k + 1.

2.1.1 Monombasis

Satz 2.1.10: (Eindeutigkeit) p(x) € (P)y ist durch k + 1 Punkte y; = p(x;) eindeutig bestimmt.

Dieser Satz kann direkt angewendet werden zur Interpolation, in dem man p(z) als Gleichungssystem schreibt.

I x - zg| [0 Yo

N 0 1z - 27| |a N
pn(z) = apaz™ + - + apx = S _ =

1 Tn e .132 Qo Yn

Vandermonde Matrix

Um «; zu finden ist die Vandermonde Matrix unbrauchbar, da die Matrix schlecht konditioniert ist.

Zur Auswertung von p(z) kann man direkt die Matrix-darstellung nutzen, oder effizienter:

Definition 2.1.11: (Horner Schema) p(z) = (... x(z(onx + ap_1) + ...+ a1) + ap)

1

_ polyfit liefert die direkte Auswertung, polyval wertet Polynome via Horner-Schema aus. (Gemaéss Script,

in der Praxis sind diese Funktionen deprecated)

7. Oktober 2025
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2.2 Newton Basis
Die Newton-Basis hat den Vorteil, dass sie leichter erweiterbar als die Monombasis ist.

Die Konstruktion verlauft iterativ, und vorherige Datenpunkte miissen nicht neuberechnet werden.

po(x) = Yo (Anfang: triviales Polynom)
p1(z) = polx) + (x — xo)m (Addition des zweiten Datenpunktes)
(y2—y1) _ (¥1—yo)
pa(z) = p1(x) + (Iz_g;; — le_zo (x — x0)(x — 21) (Schema l3sst sich beliebig weiterfiihren)
p3(z) = pa(z) +...
Satz 2.2.3: (Newton-Basis) {Ny, ... ,N,} ist eine Basis von P,

No(z):=1 Ni(z):=xz—x9 Nao(z):=(x—xz0)(x—21)

Ny (z) := H(x — ;)

=0

2.2.1 Koeffizienten

n
Wegen Satz 2.2.3 lasst sich jedes p,, € P, als p,(z) = ZﬁlNl(l‘) darstellen. Ein Gleichungssystem liefert alle ;:
i=0

1 0 - 01 (B Yo
1 Ng -+ 0 B1 Y1

Die Matrixmultiplikation in O(n?) ist aber nicht nétig: Es gibt ein effizienteres System.

Definition 2.2.5: (Dividierte Differenzen)

zo | yl[zo]
> y[zo, 1]
ylzi] =y r1 | ylo] > y[xo, 21, T2]

Rec. Y[Tit1, -+ »Tivk) — Y[To, oo Tiyp—1] > yla, xo]

yles, o rigk] = T To | ylza] > ylz1, w2, T3]
Tit+k Xy
> ylz2, 3]
r3 | ylws]

Bemerkung 2.2.6: (Aquidistante Stellen)
Falls ; = xo + j - h gilt vereinfacht sich einiges:

~~

=AJ

1
yl[zo, 71| = EAyO
1
e 7A2
y[zo, 1, 2] o1 Yo
1
m] = A"
y[xoa , L ] nlhn Yo

Satz 2.2.8: (Newton) Falls 3; = y[zo, ... ,x;] geht das resultierende Polynom durch alle (z;, ;).

(D.h. die dividierten Differenzen sind korrekt.)
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Matrixmultiplikation in O(n?), Speicher O(n?) Vektorisierter Ansatz in O(n?), Speicher O(n)
# Slow matriz approach 1 # Fast vectorized approach
def divdiff_slow(x,y): 2 def divdiff_fast(x,y):
n = y.size 3 n = y.shape[0]
T = np.zeros((n,n)) 4
T[:,0] =y 5 for k in range(l, n):
6 ylk:1 = (ylk:1 - y[(&-1):n-11)
for 1 in range(l,n): 7 ylk:1 /= (x[k:] - x[0:n-k])
for i in range(n-1): 8
T[i, 1] = (T[i+1,1-1] - T[i, 1-11) return y

Tli, 11 /= (x[i+1] - x[il)

return TI[O,:]

2.2.2 Auswertung

Auswertung eines Newton-Polynoms funktioniert in O(n) durch ein modifiziertes Horner-Schema:

1 def evalNewton(x_data, beta, x):

Po = Pn 2 p = np.zeros(x.shape[0])
p1 = (z —2pn_1)po + Bn_1 3 p += betal[beta.shape[0]-1]
P2 = (IE - xn—Q)pl + Bn—Q 4
5 for i in range(l, n+1):
6 p = (x - x_data[n-i])*p + beta[n-i]
Pn = p(l‘> 7
8 return p

2.2.3 Fehler

Satz 2.2.11: f n-mal diff.-bar, y; = f(z;) = 3¢ € (min; x;, max; x;) s.d. y[xg,z1,...,2,] = {::%?

Satz 2.2.12: (Fehler) f : [a,b] — R ist (n + 1)-mal diff.-bar, p ist das Polynom zu f in xzg,..., 2, € [a,b].

n (n+1)
Va € [a,b] 3§ € (a,b) : f(x)_P(af):H(x—xi)'m
Fehler =0

Man bemerke: Die Wahl der Stiitzpunkte hat direkten Einfluss auf den Fehler.
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2.3 Lagrange- und Baryzentrische Interpolationsformeln

Lagrange Polynome Definition 2.3.1

Fir Knoten (auch gennannt Stitzstellen) zg,1,...,2, € R definieren wir die Lagrange-Polynome fir n =
Anzahl Stitzstellen, also haben wir n — 1 Briiche, da wir eine lteration iliberspringen, weil bei dieser j = i ist:

B = @
L Ti—

\ J
Falls j = ¢ im Produkt, so lberspringt j diese Zahl.

Beispiel 2.3.2: Seien z, 21, z2 die Stitzstellen fiir die Lagrange-Polynome (mit n = 2):

r — T Xr — X9

lo() = he)= —— =2 lo() = -
o — L1 Top— X2 Tr1 —Tp T1 — T2 g —Tpg T2 — X1
Lagrange-Interpolationsformel m
Die Lagrange-Polynome I; zu den Stitzstellen (zg,40), - - -, (Zn, yn) bilden eine Basis der Polynome P,, und es
gilt:
= T — T
p(x) = Zyili(av) mit [;(z) = H p— ;_
i=0 G J
\_ _J
Bemerkung 2.3.4: (Eigenschaften der Lagrange-Polynome)
1. Li(z;) =0 Vj#1 3. deg(l;) =n Vi
2. Li(x;) =1 Vi 4.5 k(@) =1 und 71 (@) = 0 fiir m >0

Da eine Implementation, welche direkt auf den Lagrange-Polynomen basiert, eine Laufzeit von O (ng) hatte, suchte man
nach einer besseren Methode. Mit der baryzentrischen Interpolationsformel wird zuerst ein Pre-Computing auf Teilen
der Lagrange-Polynome durchgefiihrt, was dann dazu fiihrt, dass die Laufzeit auf O (nz) sinkt (O (n) fiir die Auswertung
der Formel und O (n2) fir die Berechnung der \). Man berechnet die baryzentrischen Gewichte ); folgendermassen:

1
)\k:H.’IJk—LUj

Ak

oder das ganze mithilfe von Numpy:

def barycentric_weights(x: np.ndarray) -> np.ndarray:
n = len(x)
# Initialize to zeros
barweight = np.ones(n)
for k in range(n):
# Vectorized differences between ) and all s
differences = x[k] - x
# Remove the k-th element (and handle edge cases for k=0 and k=n—1)
if k <n -1 and k > O:
diff_processed = np.concatenate((differences[:k], differences[(k + 1) :1))
barweight[k] = 1 / np.prod(diff_processed)

elif k ==

barweight[k] = 1 / np.prod(differences[1:])
else:

barweight[k] = 1 / np.prod(differences[:k])

return barweight
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Gleiche funktion, etwas kurzer:

def barycentric_weights(x: np.ndarray) -> np.ndarray:
n = len(x)
w = np.ones(n) # = barweight
# Compute the (non-inverted) product, avoiding case (z[i] - x[i]) = 0
for i in range(0, n, 1):
if (i-1 > 0): w[0:(i-1)] *= (x[0:(1-1)] - x[i])
if (i+1 < n): wli+1l:n] *= (x[i+1:n] - x[i])
# Invert all at once
return 1/w

Mit dem koénnen wir dann ein Polynom mit der baryzentrischen Interpolationsformel interpolieren:

Baryzentrische Interpolationsformel

k

Falls wir die Stitzstellen als (n + 1) Chebyshev-Abszissen x; = cos <7T) wahlen, so sind alle A\x gegeben durch
n

e = (=1)k6), mit 69 = &, = 0.5 und 6; = 1.

Mit anderen )y eroffnet die baryzentrische Formel einen Weg zur Verallgemeinerung der Interpolation mittels rationaler
Funktionen und ist entsprechend kein Polynom mehr.

Eine weitere Anwendung der Formel ist als Ausganspunkt fiir die Spektralmethode fiir Differenzialgleichungen.

def interp_barycentric(
data_point_x: np.ndarray,
data_point_y: np.ndarray,
barweight: np.ndarray,
x: np.ndarray

p_x = np.zeros_like(x)
n = data_point_x.shape[0]

for i in range(x.shape[0]):

# Separate sums to divide in the end

upper_sum = 0O

lower_sum = O

for k in range(n):
frac = barweight[k] / (x[i] - data_point_x[k])
upper_sum += frac * data_point_y [k]
lower_sum += frac

p_x[i] = upper_sum / lower_sum

return p_x
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2.3.1 Fehler

Falls an den Stitzstellen x; durch beispielsweise ungenaue Messungen unprazise Werte g; haben, so entsteht logischer-
weise auch ein unprazises Polynom p(x). Verglichen in der Lagrange-Basis zum korrekten Interpolationspolynom p(x)
ergibt sich folgender Fehler:

n n
Ip(e) = B()] = 3 _(o = Gi)la(w)| < mmax Jys =Gl - D ()
=0 =0
Definition 2.3.5: (Lebesgue-Konstante) Zu den Stitzstellen xg, ..., z, im Intervall [a, b] ist sie definiert durch
A, = max l;i(x
o S o)

Satz 2.3.7: (Auswirkung von Messfehlern) Es gilt (wenn A,, die beste Lebesgue-Konstante fiir die Ungleichung ist):

max |p(z) — p(z)| < An max |y; — ¥l
z€[a,b] i=0,...,n

Sei f : [a,b] — R und p das Interpolationspolynom zu f. Seien x, ..., z, die Stitzstellen, dann gilt:
1f () = p(@)lec = e |f(z) = p(z)] < (1 + An) min e |f(z) — q(2)]

qEPn z€a,b

2n+1
Bemerkung 2.3.10: Fiir gleichmassig auf I verteilte Stiitzstellen gilt A,, ¥ ————
enlog(n)

Wichtig: Niemals gleichmaéssig verteilte Stiitzstellen verwenden fiir die Interpolation von Polynomen hohen
Grades

Prazisere Interpolationen lassen sich beispielsweise durch Unterteilen des Intervalls in kleinere Intervalle finden, indem
man fiir jedes Intervall ein separates Polynom berechnet, oder indem eine ideale Verteilung der Stiitzstellen wahlt (was
wiederum nicht einfach zu erzielen ist, siehe nichstes Kapitel).
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2.4 Chebyshev Interpolation

Chebyshev-Polynome Definition 2.4.1

Erster Art Zweiter Art

sin((n + 1) arccos(x))
sin(arccos(z))

T, (z) = cos(narccos(z)), =€ [-1,1] Un(z) = , ¢ €[-1,1]

T,.(z) scheint erst nicht ein Polynom zu sein, aber wir haben einen arccos in einem cos. Zudem:

Satz 2.4.3: (Eigenschaften) Das n-te Chebyshev-Polynom ist ein Polynom von Grad n und fir z € [—1,1] gilt:

1. To(z) = 1,Ty(2) =z, 3. T, (cos (E2)) = (=1)F firk=0,...,n
Toi1(x) = 22T, (z) — Thioq ()
2. |Th(z)| <1 4. T, (cos <(2k2:1)”)) =0fark=0,...,n—1

Definition 2.4.4: (Chebyshev-Knoten) Die (n+1) Chebyshev-Knoten zy, ..., x, im Intervall [—1, 1] sind die Nullstellen
von T,41(x)

Bemerkung 2.4.5: (Chebyshev-Knoten fiir beliebiges Intervall) Fir I = [a, b] sind die Chebyshev-Knoten:
1 2k +1
Tk :a+§(b—a) (cos (th) —|—1) k=0,...,n

Definition 2.4.6: (Chebyshev-Abszissen) Die (n — 1) Chebyshev-Abszissen z,...,z,_2 im Intervall [—1,1] sind die
Extrema des Chebyshev-Polynoms T}, (z) und zeitgleich die Nullstellen von U,,_1(z). Je nach Kontext nimmt man noch
die Grenzen des Intervalls (1 und —1) hinzu und hat dann (n + 1) Abszissen.

Die Baryzentrischen Gewichte sind dann viel einfacher zu berechnen: )\, = (—1)* (siche Bemerkung unterhalb der
Baryzentrischen Interpolationsformel, Kapitel 2.3)

Bemerkung 2.4.7: (Chebyshev-Abszissen fiir beliebiges Intervall) Fiir I = [a,b] sind die Chebyshev-Abszissen:

1 k
zr=a+ =(b—a) (cos(w)—&—l) k=0,...,n
2 n

Oder k =1,...,n — 1 bei ausgeschlossenen Endpunkten a und b

Bemerkung 2.4.8: Gegen die Rander des Intervalls werden die Chebyshev-Knoten dichter.

Orthogonalitit m

Die Chebyshev-Polynome sind orthogonal beziiglich des Skalarprodukts

1
(f.9) = / 1f<x>g<x>—ﬂl_7 de

Sie (T, . .., T},) sind zudem orthogonal beziiglich des diskreten Skalarprodukts im Raum der Polynome von Grad
<n

n

(f,9) = fla)g(a)

=0

wobei (zo, ..., z,) die Nullstellen von T}, 11 sind.
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2.4.1 Fehler

Was hat die neue Verteilung fiir einen Einfluss auf den Fehler?

Fehlerabschatzung
Unter allen (zo,...,x,) mit z; € R wird (wobei xy, die Nullstellen von T}, ; sind)
2k +1
zg[l?fl] [(x —xzg) ... (z—xp)] minimal fir x = cos (2(n—4—;1)ﬂ>

Folglich sind also die Nullstellen der Chebyshev-Polynome T;, die bestmogliche Wahl fiir die Stiitzstellen. Da die Abszissen
mit FFT einfacher zu berechnen sind, werden diese oft bevorzugt berechnet. Dies, da die Nullstellen von T}, in den
Extrema von T3, enthalten sind, wahrend zudem zwischen zwei nebeneinanderliegenden Chebyshev-Abszissen jeweils
eine Nullstelle von Ty, liegt

2
Satz 2.4.13: (Lebesgue-Konstante) Fiir die Chebyshev-Interpolation: A,, = —log(n) fir n — oo
Y

Interpolationspolynom m

Das Interpolationspolynom p zu f mit Chebyshev-Knoten gleich der Nullstellen von T},14 ist gegeben durch

p(x) =co+aTi(x)+ ...+ cnTh(x)

wobei fiur die ¢ gilt:

2 - 20+ 17 20+ 17
=] = k — f k:]....
Ck n—l—l%f COS<n+12> cos( n—|—12> ur N )
= —_———
=x; (Knoten)
1 < 20+ 17 20+ 17
= = k = fur k=0
Ck n—i—llZ;f COS<n+12> cos( 12 ur
= —_——
=x; (Knoten)
N\ J

Fiir n > 15 berechnet man ¢, mit der Schnellen Fourier Transformation (FFT).
Bemerkung 2.4.16: (Laufzeit) Fir die Interpolation ergibt sich folgender Aufwand:

Direkte Berechnung der ¢, O ((n + 1)?) Operationen

Dividierte Differenzen o (”("2+1)> Operationen (zum Vergleich)

¢ mittels FFT O (nlog(n)) Operationen

Satz 2.4.17: (Clenshaw-Algorithmus) Seien dp, o = dpy1 = 0. Sei dy, = ¢ + (22)dgy1 — d12 fir k=n,...,0
Dann gilt: p(z) = (do — d2) und man kann p(z) mit Hilfe einer Riickwértsrekursion berechnen

Der Clenshaw-Algorithmus ist sehr stabil, auch wenn er mit (oft) unstabilen Rekursionen implementiert ist.

2.5 DFT und Chebyshev-Interpolation

Der folgende Abschnitt wurde ausgelassen, da dieser (noch) nicht wahrend den Vorlesungen behandelt wurde. Er behan-
delt priméar die Implementation der Chebyshev-Interpolation.
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3 Trigonometrische Interpolation

3.1 Fourier-Reihen

Eine Anwendung der Schnellen Fourier-Transformation (FFT) ist die Komprimierung eines Bildes und sie wird im JPEG-
Format verwendet.

Definition 3.1.1: (Trigonometrisches Polynom von Grad < m) Die Funktion:
pm(t) =1 — Z v,;€*™* wobei y; € C und t € R

j=—m

Bemerkung 3.1.2: p,,, : R — C ist periodisch mit Periode 1. Falls yv_; = 7 fiir alle 5, dann ist p,, reellwertig und p,,
kann folgendermassen dargestellt werden (ag = 279, a; = 2R(7y;) und b; = —23(;)):

P (t) = % + Z(aj cos(2mjt) + b; sin(2mjt))

J=1

m Definition 3.1.3

Wir definieren die L?-Funktionen auf dem Intervall (0, 1) als
L2(0,1) == {f : (0,1) = C| [ {llz2(0,1) < o0}

wihrend die L2-Norm auf (0, 1) durch das Skalarprodukt

= / 9@ f(z) da

tber || fllz2(0,1) = \/{f, f)r2(0,1) induziert wird
\_ J

Bemerkung 3.1.4: L%(a,b) lasst sich analog definieren mit
b

(02 F) L2 = / 9(@)f(x) da

— - a)/o @ FG—abfla+ (b—a)t) dt

_Tr T
2772

In Anwendungen findet sich oft das Intervall [ } Dann verwandeln sich die Integrale in die Form %f;g( L) dt
2

und exp(2wijt) durch exp(i%t) ersetzt wird.
Bemerkung 3.1.6: Die Funktionen () = exp(2mikz) sind orthogonal beziiglich des L?(0, 1)-Skalarprodukts, bilden

also eine Basis fiir den Unterraum der trigonometrischen polynome.

Definition 3.1.7: Eine Funktion f ist der L2-Grenzwert von Funktionenfolgen f,, € L?(0,1), wenn fiir n — oo gilt,
dass Hf — anL2(O,1) —0

Satz 3.1 I

Jede Funktion f € L?(0,1) ist der Grenzwert ihrer Fourier-Reihe:

fty= "3 Flk)ernne

k=—o0

wobei die Fourier-Koeffizienten
1
k) = / F)e 2 gt ke z
0
definiert sind. Es gilt die Parseval’sche Gleichung:

> 1FE)P = l1£11Z 200

k=—o0

\ J
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Bemerkung 3.1.9: Oder viel einfacher und kiirzer: Die Funktionen ¢y (x) bilden eine vollstandige Orthonormalbasis in
L?(0,1).

~

Bemerkung 3.1.14: Die Parseval'sche Gleichung beschreibt einfach gesagt einen “schnellen” Abfall der f(k). Genauer

1

gesagt, klingen die Koeffizienten schneller als —- ab. Sie sagt zudem aus, dass die L?-Norm der Funktion aus einer

Summe berechnet werden kann (nicht nur als Integral). Wenn wir die Fourier-Reihe nach ¢ ableiten, erhalten wir

Frty=" 2mikf(k)e*m*

Satz 3.1.15 I

Seien f und f’ integrierbar auf (0, 1), dann gilt f’(k) = 2m'kf(k) fur k € Z.
Falls die Operationen erlaubt sind, dann gilt zudem:

Flk) und [|F™]2. = (2m)2" Y E2|F(k)P
k=—oc0

. J

f/(;) = (2mik)"

~

1
Satz 3.1.16: Wenn / £ (8)] dt < oo, dann ist F(k) = O (k=)
0

Falls die Funktion jedoch nicht glatt ist, dann entstehen Uberschwingungen an den Sprungstellen, die naher und naher
an die Spriinge herankommen, aber nicht kleiner werden, wenn wir mehr Terme der Fourier-Reihe aufsummieren. Das
Phanomen wird das Gibbs-Phdnomen gennant und wir haben L?-Konvergenz, aber keine punktweise Konvergenz an
der Sprungstelle.

Bemerkung 3.1.17: Diese Uberschwingungen entstehen durch die Definition der Fourier-Reihe und sind in der unten-
stehenden Abbildung 1 aus dem Skript sehr gut ersichtlich. Die dargestellte Funktion ist die Fourier-Reihe der charakte-
ristischen Funktion des Intervalls [a, b] C]0, 1], welche sich folgendermassen analytisch berechnen lasst:

1 e SIN(kd) oo
_ - ikc 27 1
b—a+ - g e e ,  te]0,1]

k
k#0
12 n =10 (2n+1 summation terms) 1 n =70 (2n+1 summation terms)
N A N i
0.8f 0.8}
0.6 0.6}
0.4 0.4
0.2 0.2}
0.0 \/ \/ 0.0 Wﬂ n‘/m
%35 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 %5 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 1: Uberschwingungen der Fourier-Reihe der charakteristischen Funktion des Intervalls [a,b] C]0, 1]

Bemerkung 3.1.19: Meist ist es nicht méglich (oder nicht sinnvoll) die Fourier-Koeffizienten analytisch zu berechnen,

weshalb man wieder zur Numerik und der Trapezformel greift, die folgendermassen definiert ist fur t; = % wobei
l=0,1...,N —1und N die Anzahl der Intervalle ist:

N 1 V=L , N

Pty = 7 Flae > fir)

l

Il
=)

3.2 Diskrete Fourier Transformation
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3.3 Schnelle Fourier Transformation
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