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1 Basics

1.1 Wabhrscheinlichkeitsraume

Begriff 2 Grundraum, w € Q) Elementarereignis

D 1.1 (Sigma-Algebra) F C P(Q) ist o-Algebra, falls:
El. Qe F
E2. A€ F = A € F (A Ereignis = nicht A auch)
E3. A, As,...e F= U, AieF
(A1, ... Ereignisse = A; oder As oder . . . ein Ereignis)
Bsp o-Algebren bei 1x Wiirfeln (2 = {1,2,3,4,5,6})
» F=1{0,{1,2,3,4,5,6}}
» F=P(), dabei |F| =64
= F={0,{1,2},{3,4,5,6},Q}
Keine o-Algebren sind bspw:
» F ={Q} (Komplementarereignis () fehlt, E2 verletzt)
« F={0,{1,2,3},{4,5,6},{1},{2,3,4,5,6},Q}
(E3 verletzt, da bspw {4,5,6} U {1} ¢ F)

1.1.1 Wahrscheinlichkeitsmass

D12 (WM)P:F — [0,1] mit A — P[A], notiert (2, F),
falls folgende Eigenschaften gelten
El. P[Q] =1
E2. (o-Additivitdt) P[A] = > 2 P[A,],
falls A = J;2, A; (disjunkte Vereinigung)
Bsp Wieder mit Wiirfeln und F = P(€2), sind W.M:

= Abbildung VA € F P[A] = 14
= Abbildung VA € F P[A] = >,. 4 p:i (p: dabei prob.
Zahl ¢ wiirfeln; p; = %Vi € Q ist fir fairen Wiirfel)

1.1.2 Wahrscheinlichkeitsraum

D 1.3 (W.R) ein Tripel (Q, F,P)

Begriff A Ereignis, tritt (nicht) ein (fir w), if w € (¢)A
B 1.4 A= & tritt niemals ein, A = Q immer.

1.2 Beispiele von Wahrscheinlichkeitsraumen

D 1.5 (Laplace Modell) (22, F,P), sodass F = P(2) und

P:F—[0,1]EVAeF PlA] =15 Pist WM.
Bsp Auf Kreis mit n > 3 Punkten, Modell fir Nachbaren
ist: A={{1,2},...,{n—1,n},{n,1}} fir

Q={EC{1,...,n}||E| =2}, aIso]P’[A]:%):%

Bsp W. 1. mal Kopf ist bei Wurf k: pp, = p*~1(1 — p)

1.3 Eigenschaften/Interp. von Ereignissen

T 1.6 F o-Algebra. Es gilt: E4. @ € F
E5. A1, As,... € F=> o A €F
E6. ABc F=AUBeF

E7. ABe F=ANBeF

AC A tritt nicht ein

ANB A und B treten ein

AUB A oder B treten ein

AAB entweder A oder B tritt ein
ACB B tritt ein, falls A eintritt

ANB=o

Q=A;UAyU A3 mit
Aq, Ay, Az paarw. disj.

A und B nicht gleichzeitig
Yw € )
nur eines von Aq, Ao, Az
kann eintreten
Wir wiahlen nicht immer F = P(2), bspw. fir mehrstufige
Experimente ist dies nicht ideal (k. Filtern, Uberabzahlbarkeit)

1.4 Eigenschaften Wahrscheinlichkeitsmasse

T 1.7 P Wahrscheinlichkeitsmass auf (€2, F), A Ereignis:

El. Esgilt P[@] =0

E2. Additivitat k > 1, Aq,..., Ay paarw. disj. Ereignisse:
]P[Al U-"UAk] :]P[Al] —l—-l—P[Ak]

E3. P[A®] =1 - P[4]

E4. B Ereignis, dann P[AU B] = P[A] + P[B] — P[AN B

1.4.1 Niitzliche Ungleichungen

T 1.8 (Monot.) A,B € F, dann A C B = P[4] < P[B]
T 1.9 (Union Bound) Fiir A, Ay, ... (mdgl. disj.) gilt:
P[Us; Ai] <3002, P[A;]. Auch fiir endl. n.-leere Ereignisse

1.4.2 Anwendungen der Ungleichungen

Sie sind niitzlich fiir schwer zu berechnende W.

T 1.11 (A,) mit A, € A,,+1 (mon. wachsend). Dann:
lim P[A,] = PIUZZ, A
n—oo

und fiir (B,,) mit B, 2 Bp+1 (mon. fallend) gilt:

lim P[B,] =P|[N.—, Bx]

n—oo

n=1"-—""n

B 1.12 Mit Monotonie: P[A,] < P[A,+1] und
P[B,] > P[B,+1]. Grenzwerte oben wohldefiniert.

1.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

D 1.13 Fir (2, F,P) mit A, B € P() mit P[B] > 0:

P[ANB

P[A|B] = [IP[B]]

B 1.14 P[B|B] =1
T 1.15 B € P(Q), dann ist P[-| B] ein W-Mass auf ©

T 1.16 (Totale W.) Q = By U---U B,, mit B;s eine Par-

tition von €2, mit B; paarw. disj. und P[B;] > 0V1 <i < n.

Dann: VAe F P[A] = ZPV”Bi] -P[B;]

(= P[A] wenn B eingetreten ist)

T 1.17 (Bayes) B; wie oben, dann VA mit P[A4] > 0:

! _ P[A|B|P[B|]
Vi=1,...,n P[B;A] = > =1 PlA|B;|P[B)]

1.6 Unabhangigkeit

D 1.18 A, B € F unabh. falls P[A N B] = P[A] - P[B]

B 1.19 Falls P[A] € {0,1}: VB € F P[ANB| = P[A]P[B].
Falls A unabh. von sich selbst (P[A N A] = P[A]?), dann
P[A] € {0,1}. Implik.: A unabh. v. B < A unabh. v. B¢
T 1.20 Sei P[A],P[B] > 0. Dann ist equivalent:

(i) PJAN B] =P[A4] - P[B] (A und B unabhingig)

(i) P[A|B] = P[A] (Eintreten von B beinflusst A nicht)
(i) P[B|A] = P[B] (Eintreten von A beinflusst B nicht)
D 1.21 7 eine beliebige Menge. (A;);c; unabhingig falls:

Vj C Iendlich P [ﬂ A]-] =[] Pl4;]

jeJ JjeJ


https://janishutz.com

2 Zufallsvar., Verteilungsfunktionen

2.1 Abstrakte Definition

D 2.1 (Zufallsvariable) kurz Z.V, ist X : Q — R, sodass
Va € Rgilt: f ={w e Q| X (w) < a} € F (notwendinge
Bedingung fiir Wohldefiniertheit von P[f])

Notation Ohne w: {X <a} ={w e Q| X(w) < a}, etc

2.2 Verteilungsfunktion
D22 Fy:R—[0,1], def: Va e R Fx(a) = P[X < a]
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