Basiert auf dem Skript von V. Tassion

1 Wahrscheinlichkeitsraume

Def Grundraum ) Elementarereignis w € ()

Def o-Algebra F C P(Q) Ereignis A ¢ F

(i) QerF

(i) AeF = A‘ec F

(i) Ay, A, eF = [JAieF
i<n

Lem. Abgeschlossenheit der o-Algebra F

i 0OeF

(i) Ay, A, e F = ﬁAie}"

(iii) A,Be]—“=>AUBze:1]-"

(v) A BeF = ANnBeF

Def Wahrscheinlichkeitsmass auf (2, F) : P
P:F —0,1] s.d. A — P[4]

(i) PQ=1

i=1 i=1 i=1

Lem. Eigenschaften von P

(i) IE”k[(Z)] =0 ) )
(i) (A4i=0 = P|JA| =D PlA]
(i) 1226]:1-1@[,4] - -

[
(iv) P[AU B]=P[A]+P[B]—P[AN B

Def Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) AcF, wecQ

. . def
A tritt ein <~ w€A (i) 0 tritt nie ein

A tritt nicht ein & w ¢ A (i) Q tritt immer ein

Def Laplace Modell (22, F,P) O endlich.
() F=PO)

(i) VAeF: PlA]= 14

9l
Lem. Niitzliche Ungleichungen

(i) ACB = P[A] <P[B] (Monotonie)

e’} 1=1
(ii) P UAZ < ZP[AJ (Union Bound)
=1 o7}
Ay, Az, ... missen nicht disjunkt sein.

Lem. Stetigkeit von P gegen oo

(i) Vn:A,C A,y = lim P[4,]=P

n—roo

JA.
no:ol
(8.
n=1

(i) Vn:B,2Bn4 = lim P[B,]=P

n—oo

(An), (Bn) sind monotone Folgen von Ereignissen

1.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit
Def Bedingte Wahrscheinlichkeit

P[AN B

P[A | B] == B[]

A,BeF, PB|>0
Lem. P[A]4] =1 P[A] >0

Lem. Totale Wahrscheinlichkeit
VAe F: P[A]=> P[A|B;]-P[Bj
i=1

Bi,- -, By sind eine Partition von Q, P[B;] > 0.

Lem. Bayes

P[A|B;] - P[B;]

Vi=1,---,n: P[Bz‘A] = Z;L:l]P)[A|BJ] ]P’[B]}

Bi,- -, By sind eine Partition von 2, P[B;] > 0, P[A] > 0.

1.2 Unabhangigkeit
Def Unabhangigkeit

A, B unabhingig <% P[AN B = P[A] - P[B]

Lem. Aquivalente Aussagen zur Unabhangigkeit
(I) P[A N B] = P[A] . P[B] (Defintion)

(i) P[A|B] =P[4]
(i) P[B|A] = P[B]

A,BEF, P[A],P[B]>0

(B kein Einfluss auf A)
(A kein Einfluss auf B)

Def Unabhangigkeit fiir Ereignissmengen

4

JjeJ

(A;)ier unabhingig &y CI:P

jeJ

I ist eine Indexmenge. Dies muss fiir alle J C I (endlich) gelten.

= [ PA)]



2 Zufallsvariablen

Def Zufallsvariable

X: Q>R sd VaeR: {weQ’X(w)ga}e}'

(Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
Def Indikatorfunktion

0 w¢gA

AeF
1 weA

YweQ: Ty(w) ::{

Notation Ereignisse beziiglich Zufallsvariablen

{X <a} = {wEQ‘X(w)Sa}
l[a<X<b) = {weQ‘a<X(w)§b}
P[X < d] - P[{Xﬁa}}

Def Verteilungsfunktion F'x : R — [0,1]

VaeR: Fx(a) =P[X <d]

Th. Eigenschaftern der Verteilungsfunktion

(i)  Fx monoton
(i)  Fx rechtsstetig
(iii) aEr_IlOOFX(a) =0 A alLHOloFX(a) =1

Def Unabhangigkeit

X1,---, Xn unabhingig g Va1, - ,xn €R:
]P)[Xl < Ty 7Xn an] :]P)[Xl < Il}P[Xn Sl'n]

Th. Unabhangigkeit von Gruppierungen
X1, -+ Xy sind unabhiangig, dann sind auch Y7, .-, Y, unabhangig:

Yl - ¢1(X1a"' ;X’il)a"' 7Yk - d)k(Xik,l#»lv"' ;X'L'k)

1<i] <ig < -+ <igp <nsind Indizes, ¢, -

, ¢1. sind Abbildungen

Def Folgen von Zufallsvariablen 2.2 Diskrete Verteilungen

(i)  unabhingig &L > Xi,---, X, unabhingig Def Bernoulli-Verteilung X ~ Ber(p)
(i) iid &% unabhingig, und Vi, j : Fy, = Fy, " Minewurt

i.i.d = Independent & identically distributed

0<p<1, W={0,1}

2.1 Diskrete Zufallsvariablen
Def Binomial-Verteilung X ~ Bin(n,p)

Def Diskrete Zufallsvariable Intuitiv: Anzahl Erfolge bei wiederholtem Bernoulli-Experiment

X :Q R diskret <% (W CR) < N:

PX eW]=1
bzw. die Werte von X liegen f.s. in W
. . A 0<p<1, neN, W={0,..., n}

Lem. Variablen diskreter Grundraume sind diskret

Th. Bernoulli-Summen sind Binomial-verteilt

Q<N = X :Q — Rist diskret
Spi=X14+...+ X, ~Bin(p,n)

Def Verteilung diskreter Variablen

0<p<n,

neN, Xi,...,. Xn ~ Ber(p) unabhangig
(p(ac)) w s.d. p(z) := P[X = z] heisst Verteilung Lem.| Bin(1, p) = Ber(p)
(S

Lem. X; ~ Bin(n,p), X2 ~ Bin(m,p) = X1 + X2 ~ Bin(n + m, p)
X ist diskret mit W < N p(x) ist nicht Fx

Th. Vp(z):

Lem. Binomialverteilung erfiillt die Summenvoraussetzung
E p(x) =1  p(x) ist eine diskrete Verteilung
n

zEW Soem =3 ()rrm-n"F=@+1-p" =1
k=0 k=0

Lem. Zur diskreten Verteilung existiert eine Variable

. _ Def Geometrische Verteilung X ~ Geom(p)
V(p(@)xew €[0,1]:  3(Q,F,P), X mit Verteilung p(z) Intuitiv: Bernoulli Experiment erfolgreich beim k-ten Versuch
D.h man kann sagen: "Sei X eine Variable mit Verteilung (])(,1’))1 r,\\‘” P[X = k‘] =p- (1 —p)k_l

Th. Diskrete Verteilungsfunktion

Fx(z)=Plz < X] = p(y)

y<z

yew
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