Basiert auf dem Skript von V. Tassion, Slides von E.W. Farkas (FS26)

Vorwissen

Def Geometrische Reihe

lim s, =
1—¢q n— o0 1—¢q

Wobei a; = aq ~q"*l

Def Binomialkoeffizient

W) =mrom

1 Wahrscheinlichkeitsraume

Def Grundraum () Elementarereignis w € ()

Def o-Algebra F C P(Q) Ereignis A €¢ F

H QerF

iy AerF — ACerF

(i) Ay, A, eF = [JAieF
i<n

- Abgeschlossenheit der o-Algebra F
H 0erF

(i) Ay, A eF = ﬁAie]-‘
(iii) A,BGF:>AUBZ€:}

(v) AABeF = ANnBeF

Def Wahrscheinlichkeitsmass auf (2, F) : P
P:F—10,]1] s.d. A~ P[A]

() Pl =1

=1 =1 =1

- Eigenschaften von P

() IP’k[[Z)] =0 ) )

(i) NAi=0 = P|[JA|=> PlAj]
(iil) 1}»:[14% =1-P[4] - -

(iv) P[AUB]=P[A] +P[B] —P[AN B]

Def Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) Ac F,

def.

A tritt ein — weA (i) O tritt nie ein
A tritt nicht ein g w ¢ A (i) € tritt immer ein

Def Laplace Modell (2, 7, P) O endlich.
(i) F=PQ)

(i) VAeF: PlA]= 1A

9]
- Niitzliche Ungleichungen

(i) ACB = P[A] <P[B] (Monotonie)

o) =1

Uai| <> Play]

i=1 [e%s}

A1, Az, ... missen nicht disjunkt sein.
- Stetigkeit von P gegen oo

(i) Vn:A,CA,y1 = lim P[4,]=P

n—oo

@iy P (Union Bound)

n=1
(i) Vn:By,2Bu = lim P[B,] =P Oan
(Ay), (Bp) sind monotone Folgen von Ereignissen
1.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit
Def Bedingte Wahrscheinlichkeit
P[AN B]
P|A | B| i= ———
A8 =5
A,BeF, P[B]>0
B p(ala) =1 PlA>0
8RN Totale Wahrscheinlichkeit
VAe F: P[A]=) P[A|B;] P[B]
i=1

Bi,- -+, By sind eine Partition von Q, P[B;] > 0.

- Bayes

P[A|B;] - P[B;]

Vi=1,---,n: P[Bz’A] = Z?:1HD[A|B]] P[B]]

Bi,- -, By sind eine Partition von 2, P[B;] > 0, P[A] > 0.



1.2 Unabhangigkeit
Def Unabhangigkeit

A, B unabhingig <% P[AN B] = P[A] - P[B]

Notation A L B <& A, B unabhéngig

- Aquivalente Aussagen zur Unabhingigkeit
(i) P[ANB]=P[4] P[B]
(i)  PlA[B] = P[4]

(iii) P[B|A] =P[B]

(Defintion)
(B kein Einfluss auf A)
(A kein Einfluss auf B)

A,BeF, PAL,PB]>0

Def Unabhangigkeit fiir Ereignissmengen

4

jeJ

(A;)ics unabhingig <% VJCT:P

=[] Pl4,]

jedJ

I ist eine Indexmenge. Dies muss fiir alle J C I (endlich) gelten.

2 Zufallsvariablen
Def Zufallsvariable

X: Q>R sd VaeR: {wEQ‘X(w)Sa}G}"

(Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum

Def Indikatorfunktion

0 w¢A

AeF
1 weAd

Vwe Q: Iy(w) :{

Notation Ereignisse beziiglich Zufallsvariablen

{X <a} = {wEQ‘X(w)ga}
a<X<b = {wGQ’a<X(w)§b}
P[X < d] - P[{Xga}}

Def Verteilungsfunktion Fx : R — [0,1]
Va eR: Fx(a) =P[X <d]

Notation lim Fx(a) = F(a™) =P[X < q]

I8 Plo < X <b] = Fx(b) — Fx(a)
- Eigenschaftern der Verteilungsfunktion

(i)  Fx monoton
(i)  Fx rechtsstetig
(i) GEIEIOOF)((G) =0 A alggoFX(a) =1

Beispiel: Zeige, dass F' eine Verteilungsfunktion ist:

F(t):{o t<0

1— exp(—i) t>0

(i) F ist monoton wachsend, da F’(t) = iexp(fﬁ) > 0Vt € (—o0,0].
(ii) F ist rechtsstetig, da F eine Komp. stetiger Funktionen ist.
(iii) Es gilt t_l}r_nooF(t) =0und tl_l)l’I;OF(t) =1

Def Unabhangigkeit

X1,-+, Xy unabhangig <d:ef> Va1, - ,zn €R:

P[Xl <xg,-, Xp Smn] :P[Xl le]P[Xn an}

- Unabhangigkeit von Gruppierungen
X1, -+ Xy sind unabhangig, dann sind auch Y7, --- , Y}, unabhangig:

Yl == ¢1(X17' o 7Xi1)7' o 7Yk = ¢k(X’L'k,1+17 e 7Xik)

1 <ip <ig <---<ip <nsind Indizes, ¢1,---

Def Folgen von Zufallsvariablen

() unabhingig <& Wn>1:Xy,---,X, unabhingig
(i) iid £L unabhingig, und Vi, j : Fx, = Fx

i.i.d = Independent & identically distributed

2.1 Diskrete Zufallsvariablen
Def Diskrete Zufallsvariable

def.

X :Q—Rdiskret < I(W CR)<N: PXeW]=1

bzw. die Werte von X liegen f.s. in W

- Variablen diskreter Grundraume sind diskret

Q<N = X :Q — Rist diskret
Def Verteilung diskreter Variablen
(p(x)) W s.d. p(z) := P[X = z] heisst Verteilung
S

X ist diskret mit W < N p(x) ist nicht Fx

Bl vpr): > pla)=1

zeW

p(z) ist eine diskrete Verteilung

- Zur diskreten Verteilung existiert eine Variable

V(p(x)) €[0,1] :

3(Q, F,P), X mit Verteilung p(z)
zeW

D.h man kann sagen: "Sei X eine Variable mit Verteilung (/)(:1')) p—

- Diskrete Verteilungsfunktion

Fx(z)=PX <a2]=> p(y)

y<z

yew

, ok sind Abbildungen



2.2 Diskrete Verteilungen
Def Bernoulli-Verteilung X ~ Ber(p)

Intuitiv: Minzwurf

0<p<1, W={0,1}

Def Binomial-Verteilung X ~ Bin(n,p)

Intuitiv: Anzahl Erfolge bei wiederholtem Bernoulli-Experiment

0<p<1, neN, W=H{0,...,n}
- Bernoulli-Summen sind Binomial-verteilt
Sp:=X1+4+ ...+ X, ~Bin(p,n)

0<p<n, meN, Xi,...,. Xrn ~ Ber(p) unabhingig

- Bin(1, p) = Ber(p)

- X1 ~ Bin(n, p), X2 ~ Bin(m,p) = X1 + X2 ~ Bin(n + m, p)

Def Geometrische Verteilung X ~ Geom(p)

Intuitiv: Bernoulli Experiment erfolgreich beim k-ten Versuch
k—1
PX =kl =p-(1-p)
0<p<1, ke&Ny

Def Negativbinomiale Verteilung X ~ NBin(r, p)

Intuitiv: Wartezeit zum r-ten Erfolg

PIX = k] = (f:i)pr(l —p)FT

reN, pel0,1], ke {r,r+1,...}, Nur auf Folien

- Interpretation
Fir X1, X2, ... unabhingig s.d. X; ~ Ber(p):

T, = inf{n > 1’ En:XZ— = r} ~ NBin(r, p)
i=1

-Xl,XQ,...,XT ~ Geom(p) = X :=>7_; X; ~ NBin(r, p)

Def Hypergeometrische Verteilung X ~ H(n,r, m)

(1) ()
()
neN, m,re{0,1,...,n}, ke€{0,1,...min(m,r)}

- Interpretation
n Objekte in einer Urne, » von Typ 1, n — r von Typ 2

Ziehe m, Sei X die Anzahl Objekte Typ 1, dann X ~ H(n,r,m)
Das modelliert z.B. Lotto

PX = K] =

Def Poisson-Verteilung
Intuitiv: Sehr seltene Ereignisse

A€ ;{'\/(], k € Ng
- Poisson-Approximation der Binomialverteilung
Xn ~Bin(2), N ~Poisson(}), n>1

lim P[X, = k] =P[N = k|

n— 00
Intuitiv: Fiir grosse n haben X,, und N sehr dhnliche Eigenschaften

Remark Auch genannt: Konvergenz in Verteilung, Schwache Konvergenz
Convergence in distribution/law, weak convergence

2.3 Stetige Verteilungen

Def Stetig verteilte Zufallsvariable X : ) — R
Intuitiv: fx (¢)dt ist Die W.-keit, dass X in [¢t, ¢ + dt] ist

foR — R+ s.d. Fx(fﬂ) = /m fX(t) dt

Stetig, da F'x somit eine stetige Funktion ist

Remark fx heisst Dichtefunktion von X

- Dichtefunktion ist die Ableitung der Verteilung

Fx stetig, stlickweise diff.-bar —co =z < 21 < ... 2p_1 < Tp = ©

Iy = Fi(x) Fke{0,...,n—1}sd. z € (zk, Tht1)
X ay z€{T1,. .., Tn_1}

Remark fx (Stetig) ist Intuitiv das Analogon zu p, (Diskret)

Def Gleichverteilung X ~ U([a, b])
Intuitiv: Zufalliger Punkt in [a, b]

1

Fxta) = {ba L)

0 sonst

- Intervalle P[X € [c,c+1]] = ;&
X ~U([a,b])

Def Exponentialverteilung 7' ~ Exp())

-z
fr(z) = {)\e x>0

0 z <0

A>0
- Eigenschaften von T' ~ Exp(\)
LVt>0: PT>t=e
2. Vt,s>0: P[T>t+s ‘ T>t} —P[T > 5]

(2) wird Gedachtnislosigkeit genannt.



Def Normalverteilung X ~ A'(m, c?) 3 Gemeinsame Verteilungen -/°° /°° F@r . an) day diy = 1

—0o0 —o0
fX(q;) _ 1 o (1;073)2 3.1 Gemeinsame Diskrete Verteilung Umgekehrt existiert fiir jedes solches f ein Raum (2, F,P)
V2ro? ce™ 0<az<y
Def Gemeinsame diskrete Verteilung Beispiel: Finde cs.d. fx y eine Dichteist, wobei fx y = 0 const

X1,...,Xp diskret, W; <N, X; € W; fast sicher

/W/zcefwdydz:c~/oo:ve T
pi= (p(xl,...,xn)> o Jo
1 EWL,...xn €W, — . ( 7Ie—.1: +/°° —z )
p(.’tl,...,l'n) :P|:X1 = :L’l,...,Xn =Tn =c- (0+ [_efz] )
0
=c
m—o m  m+o
- Z p(xla"'7xn):1
. . . 21 EWL,...,xn €Wy, Also gilt wegen dem vorherigen Satz: ¢ = 1.
- Summe von Normalverteilten ist normalverteilt
X1,...,Xn unabh. sd. X; ~ N(mi,af) - Randverteilung Remark Randdichten: Integration liber iibrige Variablen.
Die einzelnen Verteilungen px lassen sich extrahieren: E
rwartungswert
Z=mo+MX1+...+ X, Vz € W;: - g
n n o0 o0
2 2 = PN . e
Z~N m0+z)\zXz ) Z)\ZU,L ]P)[Xl:Z]: Z p(xl,...,xi_l,z,a:i+1,...,xn) ]E|:¢)(X15aXn):| [m [m¢(x17"'vmn) f('rl In)dﬂ
i=1 i=1 Tl Ti—1,2,Ti4 150, T,
2
my - . .
Z X1,...,. X, diskret, gem. Vert. p = (p(;r?l‘ L. ,,r,,)) - Unabhanglgkelt
x1EWT,.. . Ty €W
Def Standardnormalverteilung Xi,-.o, Xy stetig, f(1,-.2n) = fi(wn) o fa(an)
Remark Nicht umgekehrt: Aus den Randverteilungen lasst sich nichts
X ~ N(O, 1) (b(l‘) = P[X < l‘] iiber die gem. Vert. schliessen. Remark Unabhiangige stetige Variablen sind automatisch gemeinsam stetig
IRl symmetrie  &(—z) =1 — ®(x) 3.2 Gemeinsame Stetige Verteilung
- Normalverteilung via N(0,1) Def Gemeinsame Stetige Verteilung
Z ~ N(m,o?) arbitrdr, X ~ N (0,1) X1,.. 0, Xn Q>R f:R*"—> Ry, ai,...ap €R
Z=m+o-X P|X: <ai,...,Xn <an / / f(zy,...,xp) dey, ... d;
- Standardisierung f heisst gemeinsame Dichte von (X1, ..., Xn)

Z ~N(m,p?), z€R

r—m

Plz < Z] = ®



4 Erwartungswert

4.1 Allgemeiner Erwartungswert

Def Erwartungswert (nicht-negativ)

E[X] :/ODO (1—FX(30)> d

X:X=>R, X(w)>0VweQ
Remark E[X] kann unendlich sein

Bl vw e Q: X(w) >0 = E[X]>0
Gleichheit: E[X] =0 <= X =0, fast sicher

- Diskreter Erwartungswert

X: Q>R WxN, ¢:R—>R
E[6(X)] = 3 é(z) - P[X = 2]
weWw

Def Erwartungswert (stetig)
X :Q—> R, f(x) Dichtefunktion

E[X] :/OO x- f(z) dzx

—00

- Eigenschaften
X, Y:Q—R, AeR

(i) EMX] =)E[X]

(i) EX +Y] =E[X] + E[Y]

(i) X<Y = E[X] < E[Y]

(iv) X1Y = E[X - Y] =E[X]-E[Y]

FTAY Dichtefunktion bei Abbildungen
¢ : R — R stiickweise stetig, beschrankt

f Dichte von X <= E[$(X)] = / o) f(z) do
f:R— R4 s.d [7\X flz dx=1)

FFRY Unabhingigkeit (durch Abbildungen)
Vo, : R — R stlickweise stetig, beschrankt

X, Y unabh. <= E[p(X)p(Y)] = E[¢(X)] - E[¢(Y)]

Auch verallgemeinert fiir Xq,..., Xn, P1,...,0n

4.2 \Varianz

Def Varianz
E[XZ] < 00
V[X] = E[(X _ IE[X])Q}

Def Standardabweichung

Notation Auch p, px

JE&RY varianz (Alternativ)
V[X] = E[X?] - E[X]?

Beispiel: Bestimme IE[XQ}, wobei X ~ Poisson(A), A > 0.
V[X] =E[X?] - E[X]?
A=E[X?] - )2
A+ A2 =E[x?]

(X ~ Poisson()\))

- Eigenschaften

(i) VIX]=0

JE&RN Addition (Unabhingigkeit)

X1,..., Xy paarweise unabhingig

zn:Xk] = ZH:V[Xk]

A\

4.3 Kovarianz
Def Kovarianz
X,Y sd. E[X2],E[Y?] < o0

cov(X,Y) = E[(X —E[X])- (v — E[Y])}

JE&RY Kovarianz (Alternativ)
cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y]

Remark cov(X, X) = V[X]
- Eigenschaften von cov
(i) cov(X,Y)>0
) cov(X,Y) = cov(Y,X)
III) X,Y unabh. — COV(X, Y) =0  Nicht umgekehrt!
) VX £Y]=V[X]+V[Y]£2cov(X,Y)

(v) cov(iXi,Zn:Yl) = Zn:zn:cov(Xi,Yj)

i=1 j=1

(vi) cov(aX +b,cY +d) =ac-cov(X,Y)
(vii) cov(X, eY + f)+ (92 + h)) = ecov(X,Y) + gcov(X, Z)

Def Kovarianzmatrix X = (x;,...,X,)’
V[X1] cov(X1, X2) cov(X1, X»)
COV(XQ,Xl) COV(XQ,XQ) COV(XQ,X»,L)
¥ =cov(X) = ) ) )
cov(Xn, X1)  cov(Xn, X2) cov(Xn, Xn)



5 Ungleichungen
- Markov

X >0, g:X(f2) — [0,00) wachsend

Ve e R sd. g(c) >0:

- Jensen

¢ : R — R konvex, E[¢(X)], E[X] wohldefiniert

6(EX]) <E[o(X)]

- Dreiecksungleichung
Jensen mit ¢(X) = |X| und ¢(X) = X?

E[IX]] < VE[X?]

)] <[]

- Chebychev

Y sd V[Y] <oo, ¢>0

VY]

Py — E[Y]| zc} <

C

- Chernoff

6 Grenzwertsatze

- Schwaches Gesetz der grossen Zahlen
Xl,XQ,. .. unabh., VEk : ]E[Xk] = M,V[Xk} = 0'2

Dann konvergiert X,, fiir n — oo gegen
P[pzn —ul < e] o)
Intuitiv: Die Summe konvergiert zum Erwartungswert

Def Konvergenz in Verteilung
(Xn)nen, X Zufallsvariablen

Approx.
X, ~ X

flir n — oo
Falls:

VreR: limP[Xngaj} :P[ng}

Remark Diskrete Zufallsvariablen konnen zu stetigen konvergieren.

- Zentraler Grentwertsatz
(Xk)p>1 iid sd. E[Xp] = p, V[Xp] = 02,80 =374 X;

lim P [Sn—n,u <z
n— oo o'\/'ﬁ

®(x) ist die Verteilung von N(0,1).

approx.
S, TR N (ngr, na?)
ZGS wird haufig zur Approximation von Summen verwendet
Def Standardisierung von S,

Im Skript auch Z,

7 Statistik

Wir betrachten Daten {z;}_; als Realisierung von unbekan-
nten Zufallsvariablen X;(w),..., X, (w). Ziel ist es, die
Verteilung von X1,..., X, zu finden durch Modellierung.

Man wahlt hierzu eine Famile (Q, F,Py)yco wobei (2, F)
fix ist und Py variabel z.B. Py = N (91,92) (Modell) und
versucht ein optimales 9 bzw. Py zu finden.

Statistisches Vorgehen

1.

o s W

Def

Datenbeschreibung, intuitives Verstandnis von {z; }?_;
Definition von © und (Py)gco
Schitzer nutzen fiir (z1,...,2,) — ¥ €0

Uberpriifung von ¥ via statistischem Test

. Alternativ: Konfidenzbereich liber © finden

Schatzer

Schidtzer (Estimator)

Tl:tl(Xl,...,Xn) 0 € (D1, Om)

t; heisst Schatzfunktion, eine Auswertung T}(w) heisst Schatzwert.

(Estimator function, sample estimate)

Notation 7 = (Tl,...,Tm),’ﬂ = (191,...,19m)

Def

Erwartungstreu (unbiased)

T Erwartungstreu &oweo: Ey [T] =0

Def Erwarteter Schitzfehler Ey[T] — ¢ (Bias)

Def MSE MSEy[T] = Ey [(T — 19)2] (Mean Sq. Error)

Def Konsistent

T™ konsistent fiir ¥ <<% lim Py {|T(") -9 > e] =0
n—oo

Intuitiv: Bei beliebig hohem n konvergiert (") zu 9 unter Py



- Zerlegung des MSE

MSEy[T] = Ey [(T - 19)2} = Vo[T] + (1&9 ] — 19)2
A

=0 (erwartungstreu)

Remark T erwartungstreu = MSEy[T] = V[T

Beispiel: T" = X,, ~ Ber(?) ist erwartungstreu, da Ey[T] = 9 (T ~ Ber(9)).

Trotzdem ist T™) nicht konsistent fiir ¢ € (0, 1), da X, (w) € {0, 1}.

7.2  Maximum Likelihood Methode (MLE)
Motivation: Wie findet man einen guten Schatzer T'?

Abhangig ob (X,...,X,,) stetig/diskret:

e Gemeinsame Gewichtsfunktion px (z1,...,zy;0)
e Gemeinsame Dichtefunktion fx(x1,...,2m;0)
Remark p(zi,...,7n;9) =Py[X1 =21,...,Xn = zn]

Remark Haufig ist X}, i.id, d.h. px(...) =[Ip_; px (zk; )

Def Likelihood Funktion

e, Ty ), diskret
L(xy,. .., x0;0) = Px(@1,..., @ni ), dis e
fx(x1,...,zn;0), stetig
Def Maximum Likelihood Schatzer
Maximierung von ¢ — L(X1,...,Xn;¥)
Tr =t (X1, ..., X,) € arg max(L(Xl, . ,Xn;ﬁ))

V€O

Remark Aquivalent kann man log(L) maximieren.
Sinnvoll falls X, i.i.d. weil dann log(L) = 7, 10;4(1;4\ (k; u))

Anwendung:
. Gemeinsame Dichte/Verteilung finden
. f(9) = ln<L(a:1,...,;Bn;19))

1
2
3. ¥* finden, sd. f/(¥*) =0
4

. Argumentieren, dass 9* das Maximum ist (z.B. via f'’)

7.3 Momentenschatzer
Annahme: Py s.d. X;,..., X, i.id.

Def Momentenschatzer

T = (13, 13) firr (E,[X], Vo[X])

n n n 2
iy n-lye (13
=1 =1 =1
——
Ty

Remark Allgemein nicht erwartungstreu

Def Empirische Varianz (Unbiased Sample Variance)

T =T, Tg:nilTQ

Remark Erwartungstreu

7.4 \Verteilungen von Schatzern

Motivation: Die Verteilung eines Schatzers 7.
Es gibt wenig exakte Aussagen, daher approximativ via ZGS

L
Beispiel: T'= - > " | X

i=1 %1

ZGS = T ~ N(n]qu [X;],nVy [Xl]) (fiir grosse n)

Def x2-Verteilung

Parameter m: Freiheitsgrade

&L fx(2) = ml

X ~x2 P —
o 2%T(3)

(x> 0)
Def Euler’'sche Gammafunktion

F($> = / " e tdt Vn € Ny : F(n + 1) =nl
0

Remark Entstehung der y2-Verteilung
Xiyevoy Xom iid. s.d. Xi ~ N(0,1)

m
S OXP~xn
=1

Def Student’sche t-Verteilung

X ~t, <

Remark Entstehung der t¢-Verteilung
X ~N(0,1) und Y ~ x2,

Remark m =1 = t¢; ist Cauchy Verteilung

Remark liﬁm tm = N(0,1)

Remark ¢, ist symmetrisch um 0 (wie )

- Aussagen fiir Normalverteilungen
X1, Xn ~ N, 0%)

_ 1 _\2
=YX, S= (% - %)
2 =
L X, ~N(p,Z) also %(Xn w) ~N(0,1)
2 2= LY (K- X)) ~ 3
3. X, 152
] X0 X0
4 XLS_M _ o/vn — a/Vn ~tn_1
v S/U nil n(;21 SQ



8 Tabellen

8.2 Weitere Integrale & Ableitungen

8.3 Grenzwerte: Folgen

Credits: D. Camenisch

2 .
"2 arcsin( ﬁ)

3f(x) -
(

F(x) | /(@)
Lnjaz + b| ax1+b
ar ad bc 111|C£L’ + d| a(ch(rj:Z;(ciggm+b)
2 () a1n|$+f($)\ Va2 + 2%

Va2 — 12

limy, oo % =0

limg oo 1+ 1 =1

lim,_, o ¥ = 00

lim, , o e* =0

limy, o0 e~ = 0

—X

lim, . e ™% =0

: e’
limg 00 o = 00

lim, ,_oxe® =0

8.1 Integrale & Ableitungen
F(x) | @ | f'(@)
T c 0
1 a+1 a a—1
at1 T xT a-x
anry  (az + )" (az 4 b)" n-(az+b)"""a
In|z| =gt - =—z?
2.3 VT =12 ﬁ:%.;f%
n 14 /o .t 1
i xrn + r=xn % xrn
e’ e’ e’
ﬁ -a” a® a” - In(a)
z- (In|z| —1) In |z| L=yt
1n(a) ~(In |z — 1) log, (z) z 1i(a)
—cos(x) sin(x) cos(x)
sin(x) cos(x) —sin(x)

—In | cos(z)| tan(x) m =1+ tan(z)?

In | sin(z)] cot(x) — sin(lw)2

x - arcsin(z) + V1 — a2 arcsin(z) 11 =

x - arccos(z) — /1 —a? || arccos(x) — 11 ~
z - arctan(x) — w arctan(z) 121+1

sinh(x) cosh(z) sinh(x)

cosh(z) sinh(x) cosh(z)

In | cosh(z)] tanh(z) m =1 — tanh(z)?
arcsinh () \/:zﬁ
arccosh(z) \/x%q
arctanh() —

5flx) —% ln |z + f(z)] x? — a? lim, o In(z) = 00 lim, o In(z) = —c0
In(z + \/m) e limy o (1 +2)% = 1 lim, (1 +2)% = e
arcsin(;) T limg o0 (14+2)" =1 lim, o0 (1+24)" =1
% -arctan() ﬁ limg 00 2%¢% =0, VO < ¢ < 1 || limgyoonw =1
—L cos(az +b) sin(az + b) lim, 400 (1+21)" = limg o0 (1—1)" =1
Lsin(az + b) cos(ax + b) lim, s+ oo ( ’;)mx lim, o 822 = 1
i % (14 In|z|) limy,_,q COS(I) =1 lim, 0 Cosf_l =
(z)® (2%)*(z + 2z 1n |z|) lim, o 28127 = —1 lim,_,o zlogz =0
2(%) @) (2 +1n|z| - 2*(1 + In|z|) limz 0 1_;3” = % limg_s0 eLT_l =1
% — Lgin(22)) sin(z)? limg 0 o =1 lim, ;o arctanz = 3
(@ + & sin(2x)) cos(z)? limg_, e (&f—k)w — ok

lim, 0 <1 =1

z
lim, o “—* =

= In(a) Va > 0

ax

lim,_,q & =a
lim,_,g % =1 limg,_q ln(r) =1
: In(z) _ log(w) _
limg 00 =~ =0 limg 00 —%— =0
: ) : 2z __
limg 0o V/x =1 limg o0 57 =0
lim .- tanz = +o00 lim .+ tanz = —oc0

T o T oo

IZO

M S1.
limg 00

lim, ,og+ zlnz =0

8.4 Grenzwerte: Reihen

Credits: D. Camenisch

n . _ n(n+l) n .2 _ n(n+l1)(2n+1)
D 0= 2 i B0 = 6

- p) p) P

noos3 M o 1 _ xm
D i = Dinipe 6

00 1
Zl 1 n(n+1) =1

o i 1=z
Dim1 F =T




8.5 Verteilungen

Credits: N. Wehrli & S. Metzker

Verteilung Notation Parameter E[X] V(X) px (t)/fx(t) Fx(t)
. . n: Anzahl Ereignisse 1 —n 1 «—n 9 1 n 2 | 1 [{k:z, <t}]
Gleichverteilung unbekannt (2:: Ereignisse) S i1 T Sy xy = O ) | o Biren st
Bernoulli Ber(p) p : ErfolgsW'keit p p-(1—p) pl(1 —p)t-t 1—-pfir0<t<1
. . . n: Anzahl Versuche n e ) e
Binomial Bin(n,p) » : ErfolgsW'keit np np(1 — p) (t)pt(l —p)nt Zi;:o (Z)pk(l —p)nk
. p: ErfolgsW'keit 1 1—p N1 ot
Geometrisch Geo(p) (£ : Anzahl Versuche) - 2 p(1—p) 1-(1-p)
. ) A: Erwartungswert A Ca=t A
Poisson Poisson(\) und Varianz A A Ire e D o 3T
0 z<a
Cleichverteilung | 17 7/(10,1)) | [a,b]: Intervall atb Lb—a) P eSS t=a b
(im Intervall) ’ T 2 12 0 sonst boa OSTS
1 x>0
e ™ >0 IL—e ™ t>0
E tialv. Exp(A NFg——— i L -
xponentialv xp(A) X 3 32 0 f 20 0 <0
. (E[X _=m? t _1(y—n)2
Normalverteilung | N (1, 0?) gg: \£ari]anz U o? \/2;7@ 207 a\}ﬂ e 5(454) dy
x2-Verteilung 2, n: Freiheitsgrad n n Q%F(n)t%_le_% firt>0 | P(%,%)
2
n n>2
. . 0 >1 n—2 n41 N _ntl o
t-Verteilung tm n: Freiheitsgrad {undef :Lonst 0 l<n<2 \/Fanif,(%) (1 + %) ’ zu kompliziert
' undef. sonst
Negativbinomial NBin(r, p) reN, pe|0,1] % rd-p) (’;_})p’"(l —p)k=r zu kompliziert
Cauchy-Verteilung | Cauchy (zo,7) | x0 € R, v >0 Existiert nicht Existiert nicht %WQHQ?_ZEO)Z % + %arctan (%)
Hypergeometrisch | H(n,r,m) neN, mre{l,...,n} | mZ mL (1—L1)n=m (’“)(;“):’“) Z};:O %
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