Basiert auf dem Skript von V. Tassion 1 Wahrscheinlichkeitsraume Def Laplace Modell (2, F,P) © endiich.

Vv . Def Grundraum () Elementarereignis w € §) (i) F=PH)
orwissen . |A]
Def o-Algebra F C P(Q) Ereignis A € F (i) vAerF: P = 12
Def Geometrische Reihe )
(i) Qer - Niitzliche Ungleichungen
I—q" . a (i) AerF = A‘c F
Sp=aj - lim s, = i ACB — P[A]<PB M i
I—q  moe1-g (i) Ao A eF = JdieF () ACB = PAJ<PB]  (Monotonie)
Wobei a; = a1 - ¢"~ 1 isn (ii) P UAl < ZP[AZ] (Union Bound)
Def Binomialkoeffizient - Abgeschlossenheit der o-Algebra F =1 e
A1, Az, ... missen nicht disjunkt sein.
(n) . n! @) 0er . - Stetigkeit von P gegen oo
k) k- (n= k) i) A, Ay eF = (A eF >
(i) Avee A Q i () Vn:A, C Ay = lim P[A,]=P||]4,
(i) A BEF = AUBEF i~
(v) AABeF = ANnBeF (i) Vn:Bp2Bpyr = lim P[B,[=P mBn
n— o0 el
Def Wahrscheinlichkeitsmass auf (Q, F) : P (An), (By) sind monotone Folgen von Ereignissen

P:F—|0,1 d. A PlA i inli i
= [0,1] s = PlA] 1.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

(i) P = 100 - - Def Bedingte Wahrscheinlichkeit
(i) PA=> A = A=JA sd [(4i=0
i=1 i=1 i=1

P[AN B]
PIA| B| = ———
4] 5] T
- Eigenschaften von P )
A, BEF, PB]>0
(i) ]P’k[@] =0 . ) Bl riaa) =1 PlA]>0
(i) (Ai=0 = P|JA| =D Pl4] IR Totale Wahrscheinlichkeit
i=1 i=1 i=1
(i) P[AS)=1-P[4] n
VAe F: P[Al=) P|AB;| - -P[B;

(iv) P[AUB]=P[A]+P[B] —P[AN B] 4] ; [4|B:] - PLB
Def Wahrscheinlichkeitsraum (0, F,P) Ac 7 wecQ Bi,--- , By sind eine Partition von 2, P[B;] > 0.

A tritt ein <d:ef> weA (i) 0 tritt nie ein - Bayes

Atritt nicht ein <L ¢ A (i) Qtritt immer ein P[A|B;] - P[B;]

Vi=1,---,n: P[Bz’A] = Z?:1HD[A|B]] P[B]]

Bi,- -, By sind eine Partition von 2, P[B;] > 0, P[A] > 0.



1.2 Unabhangigkeit
Def Unabhangigkeit

A, B unabhingig <% P[AN B] = P[A] - P[B]

Notation A L B <& A, B unabhéngig

- Aquivalente Aussagen zur Unabhingigkeit
(i) P[ANB]=P[4] P[B]
(i)  PlA[B] = P[4]

(iii) P[B|A] =P[B]

(Defintion)
(B kein Einfluss auf A)
(A kein Einfluss auf B)

A,BeF, PAL,PB]>0

Def Unabhangigkeit fiir Ereignissmengen

4

jeJ

(A;)ics unabhingig <% VJCT:P

=[] Pl4,]

jedJ

I ist eine Indexmenge. Dies muss fiir alle J C I (endlich) gelten.

2 Zufallsvariablen
Def Zufallsvariable

X: Q>R sd VaeR: {wEQ‘X(w)Sa}G}"

(Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum

Def Indikatorfunktion

0 w¢A

AeF
1 weAd

Vwe Q: Iy(w) :{

Notation Ereignisse beziiglich Zufallsvariablen

{X <a} = {wEQ‘X(w)ga}
a<X<b = {wGQ’a<X(w)§b}
P[X < d] - P[{Xga}}

Def Verteilungsfunktion Fx : R — [0,1]
Va eR: Fx(a) =P[X <d]

Notation lim Fx(a) = F(a™) =P[X < q]

I8 Plo < X <b] = Fx(b) — Fx(a)
- Eigenschaftern der Verteilungsfunktion

(i)  Fx monoton
(i)  Fx rechtsstetig
(i) GEIEIOOF)((G) =0 A alggoFX(a) =1

Beispiel: Zeige, dass F' eine Verteilungsfunktion ist:

F(t):{o t<0

1— exp(—i) t>0

(i) F ist monoton wachsend, da F’(t) = iexp(fﬁ) > 0Vt € (—o0,0].
(ii) F ist rechtsstetig, da F eine Komp. stetiger Funktionen ist.
(iii) Es gilt t_l}r_nooF(t) =0und tl_l)l’I;OF(t) =1

Def Unabhangigkeit

X1,-+, Xy unabhangig <d:ef> Va1, - ,zn €R:

P[Xl <xg,-, Xp Smn] :P[Xl le]P[Xn an}

- Unabhangigkeit von Gruppierungen
X1, -+ Xy sind unabhangig, dann sind auch Y7, --- , Y}, unabhangig:

Yl == ¢1(X17' o 7Xi1)7' o 7Yk = ¢k(X’L'k,1+17 e 7Xik)

1 <ip <ig <---<ip <nsind Indizes, ¢1,---

Def Folgen von Zufallsvariablen

() unabhingig <& Wn>1:Xy,---,X, unabhingig
(i) iid £L unabhingig, und Vi, j : Fx, = Fx

i.i.d = Independent & identically distributed

2.1 Diskrete Zufallsvariablen
Def Diskrete Zufallsvariable

def.

X :Q—Rdiskret < I(W CR)<N: PXeW]=1

bzw. die Werte von X liegen f.s. in W

- Variablen diskreter Grundraume sind diskret

Q<N = X :Q — Rist diskret
Def Verteilung diskreter Variablen
(p(x)) W s.d. p(z) := P[X = z] heisst Verteilung
S

X ist diskret mit W < N p(x) ist nicht Fx

Bl vpr): > pla)=1

zeW

p(z) ist eine diskrete Verteilung

- Zur diskreten Verteilung existiert eine Variable

V(p(x)) €[0,1] :

3(Q, F,P), X mit Verteilung p(z)
zeW

D.h man kann sagen: "Sei X eine Variable mit Verteilung (/)(:1')) p—

- Diskrete Verteilungsfunktion

Fx(z)=PX <a2]=> p(y)

y<z

yew

, ok sind Abbildungen



2.2 Diskrete Verteilungen
Def Bernoulli-Verteilung X ~ Ber(p)

Intuitiv: Minzwurf

0<p<1, W={0,1}

Def Binomial-Verteilung X ~ Bin(n,p)

Intuitiv: Anzahl Erfolge bei wiederholtem Bernoulli-Experiment

0<p<1, neN, W=H{0,...,n}
- Bernoulli-Summen sind Binomial-verteilt
Sp:=X1+4+ ...+ X, ~Bin(p,n)

0<p<n, meN, Xi,...,. Xrn ~ Ber(p) unabhingig

- Bin(1, p) = Ber(p)

- X1 ~ Bin(n, p), X2 ~ Bin(m,p) = X1 + X2 ~ Bin(n + m, p)

Def Geometrische Verteilung X ~ Geom(p)

Intuitiv: Bernoulli Experiment erfolgreich beim k-ten Versuch
k—1
PX =kl =p-(1-p)
0<p<1, ke&Ny

Def Negativbinomiale Verteilung X ~ NBin(r, p)

Intuitiv: Wartezeit zum r-ten Erfolg

PIX = k] = (f:i)pr(l —p)FT

reN, pel0,1], ke {r,r+1,...}, Nur auf Folien

- Interpretation
Fir X1, X2, ... unabhingig s.d. X; ~ Ber(p):

T, = inf{n > 1’ En:XZ— = r} ~ NBin(r, p)
i=1

-Xl,XQ,...,XT ~ Geom(p) = X :=>7_; X; ~ NBin(r, p)

Def Hypergeometrische Verteilung X ~ H(n,r, m)

(1) ()
()
neN, m,re{0,1,...,n}, ke€{0,1,...min(m,r)}

- Interpretation
n Objekte in einer Urne, » von Typ 1, n — r von Typ 2

Ziehe m, Sei X die Anzahl Objekte Typ 1, dann X ~ H(n,r,m)
Das modelliert z.B. Lotto

PX = K] =

Def Poisson-Verteilung
Intuitiv: Sehr seltene Ereignisse

A€ ;{'\/(], k € Ng
- Poisson-Approximation der Binomialverteilung
Xn ~Bin(2), N ~Poisson(}), n>1

lim P[X, = k] =P[N = k|

n— 00
Intuitiv: Fiir grosse n haben X,, und N sehr dhnliche Eigenschaften

Remark Auch genannt: Konvergenz in Verteilung, Schwache Konvergenz
Convergence in distribution/law, weak convergence

2.3 Stetige Verteilungen

Def Stetig verteilte Zufallsvariable X : ) — R
Intuitiv: fx (¢)dt ist Die W.-keit, dass X in [¢t, ¢ + dt] ist

foR — R+ s.d. Fx(fﬂ) = /m fX(t) dt

Stetig, da F'x somit eine stetige Funktion ist

Remark fx heisst Dichtefunktion von X

- Dichtefunktion ist die Ableitung der Verteilung

Fx stetig, stlickweise diff.-bar —co =z < 21 < ... 2p_1 < Tp = ©

Iy = Fi(x) Fke{0,...,n—1}sd. z € (zk, Tht1)
X ay z€{T1,. .., Tn_1}

Remark fx (Stetig) ist Intuitiv das Analogon zu p, (Diskret)

Def Gleichverteilung X ~ U([a, b])
Intuitiv: Zufalliger Punkt in [a, b]

1

Fxta) = {ba L)

0 sonst

- Intervalle P[X € [c,c+1]] = ;&
X ~U([a,b])

Def Exponentialverteilung 7' ~ Exp())

-z
fr(z) = {)\e x>0

0 z <0

A>0
- Eigenschaften von T' ~ Exp(\)
LVt>0: PT>t=e
2. Vt,s>0: P[T>t+s ‘ T>t} —P[T > 5]

(2) wird Gedachtnislosigkeit genannt.



Def Normalverteilung X ~ N(m,o?)

1 _ (@=m)?
fx(x) = el

m—a mo m+a

- Summe von Normalverteilten ist normalverteilt
X1,...,Xn unabh. s.d. X; ~ N(m;,02)

Z=m0—|—A1X1—|——|—)\an

ZNN<m0+Z)\iXi ; Z)\?Uz‘2>
i=1 i=1
mz o

Def Standardnormalverteilung

X ~N(0,1)

- Symmetrie &(—z)=1- ®(x)

JE&RN Normalverteilung via A(0,1)
Z ~ N(m,o?) arbitrir, X ~ N(0,1)

O(z) :=P[X <z

Z=m+o-X

- Standardisierung
Z ~N(m,p?), z€R

]P’[a:ﬁZ]:(I)( ; )

3 Erwartungswert

Def Erwartungswert (nicht-negativ)

E[X] = /OOO <1 _FX(:C)) do

X:X=>R, X(w)>0VweQ
Remark E[X] kann unendlich sein

il vw e Q: X(w) >0 = E[X]>0
Gleichheit: E[X] =0 <= X =0, fast sicher

Def Erwartungswert
EX]=E[X;]-E[X_] falls E[|X]] < oo

Remark X kein konst. Vorzeichen, nicht E[|X|] < oo: E[X] undefiniert

3.1 Diskreter Erwartungswert

- Diskreter Erwartungswert

E[p(X)] = > ¢(x) P[X =]

weW

X:Q—-R, W<XN ¢:R—=R
Ber(p) EX]=p V[X]=p(1-p)
Poisson(A) | E[X] = A ViX]=A
Bin(n,p) | E[X]=n-p | V[X]=mnp(l - p)
Ia E[la] = P[A]
exp(A) E[X] = %
U(la,b]) | E[X] =25t

3.2 Stetiger Erwartungswert

Def Erwartungswert (stetig)

E[X] = /m - f(@) do
X:Q—R, f(z) Dichtefunktion
- Linearitat
(i) EMX] =)\E[X]
(i) E[X +Y] =E[X] + E[Y]
X,Y:Q—R, A€R

- Monotonie

X <Y = E[X]<E[Y]

BTN Multiplikation
X,Y unabhangig

E[X - Y] = E[X] - E[Y]

FiRY Dichtefunktion bei Abbildungen
¢ : R — R stiickweise stetig, beschrankt

f Dichte von X <= E[¢(X)] = [ T (@) (@) da

fR—Rysd [ f(zde=1)

[ Unabhingigkeit (durch Abbildungen)
Vo, : R — R stlickweise stetig, beschrankt

X,Y unabh. <= E[p(X)p(Y)] =

Auch verallgemeinert fiir X1

X”,(j)lf.“

E[p(X)] - E[y(Y)]

, On



3.3 Ungleichungen

- Markov

X >0, g:X(92)— [0,00) wachsend

Ve e Rs.d. g(e) >0: PX > ] <

- Jensen

¢ : R — R konvex, E[¢(X)], E[X] wohldefiniert

o(ELX]) <E[(X)]

- Dreiecksungleichung
Jensen mit ¢(X) = |X| und ¢(X) = X2

E[lX]] < VE[X?]

B[ < B[1X]]

- Chebychev

Y s.d. VD/] <oo, ¢>0

VY]

P|[Y —E[Y]| > | < —

- Chernoff

3.4 \Varianz

Def Varianz
E[X?] < o0
V[X] = E[(X _ IE[X])Q}

Def Standardabweichung

Notation Auch p, px

JE&RY varianz (Alternativ)
V[X] = E[X?] - E[X]?

Beispiel: Bestimme IE[XQ}, wobei X ~ Poisson(A), A > 0.
V[X] =E[X?] - E[X]?
A=E[X?] - )2
A+ A2 =E[x?]

(X ~ Poisson()\))

- Eigenschaften

(i) VIX]=0

JEE8MY Addition (Unabhingigkeit)

X1,..., Xy paarweise unabhingig

zn:Xk] = ZH:V[Xk]

A\

3.5 Kovarianz

Def Kovarianz
X,Y sd. E[X2],E[Y?] < o0

cov(X,Y) = E[(X —E[X])- (v — E[Y])}

JE&RY Kovarianz (Alternativ)

cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]

Remark cov(X, X) = V[X]
- Eigenschaften von cov
(i) cov(X,Y)>0

) cov(X,Y) = cov(Y,X)
i) X,Y unabh. = cov(X,Y) =0
)

(v) cov(iXi,Zn:Yl) = Zn:zn:cov(Xi,Yj)

i=1 j=1

(vi) cov(aX +b,cY +d) =ac-cov(X,Y)

VX Y] =V[X] 4+ V[Y] £ 2cov(X,Y)

(vii) cov(X, eY + f)+ (92 + h)) = ecov(X,Y) + gcov(X, Z)

Def Kovarianzmatrix

V[Xl] COV(X17X2)
COV(XQ,Xl) COV(X27X2)

cov(Xp,, X1) cov(X,, Xo)

cov(X1, X,)
cov(Xa, X,,)

cov(Xy, Xn)



4 Gemeinsame Verteilungen

4.1 Gemeinsame Diskrete Verteilung

Def Gemeinsame diskrete Verteilung

Xi,...,Xn diskret,

Theo >

W; g N, X,; € W; fast sicher

pi= (p(xl, - ,xn))

1 EWr,...xn €Wy

p(xla"'axn):P{Xl :xlv"'vXn :xn:|

p(x1,... ) =1

1 EWL,...,xn €W,

- Randverteilung

Die einzelnen Verteilungen px lassen sich extrahieren:
Vz e W;:

Z]: E p(xla"'vxi—lazvxi-i-lv"'71:71)
Tlyeey@i—152,T5415--+,Tn
X, diskret, gem. Vert. p = (p(,x:l. . .;r?,,))
21 EWY . tn €W

Remark Nicht umgekehrt: Aus den Randverteilungen lasst sich nichts

tiber die gem. Vert. schliessen.

4.2 Gemeinsame Stetige Verteilung

Def Gemeinsame Stetige Verteilung

5 Grenzwertsatze

- Schwaches Gesetz der grossen Zahlen

X1, , Xn: Q=R f:R*" >Ry, ai,...an €R X1,Xa,... unabh., Vk:E[Xy] = p, V[Xi] = o2
aiy Qn n
]P’[Xlgal,...,Xngan}:/ / flz, .. xn) day, .. dxy = 1, 1
YN o= 0 =02 X
f heisst gemeinsame Dichte von (X1,...,Xy)

(o] o0
-/ / flz,... x,) doy dxyp =1
—o0 —o0

Umgekehrt existiert fiir jedes solches f ein Raum (9, F,P)

Beispiel: Finde cs.d. fx y eine Dichteist, wobei fx v = {
0 sonst

oo x oo
/ / ce” T dy d:vfc-/ ze * dx
0 0 0
c- <[—1671]? —+ /‘oo e * dm)
Jo
ce(os []:)

=c

Also gilt wegen dem vorherigen Satz: ¢ = 1.

Remark Randdichten: Integration lber librige Variablen.

- Erwartungswert

E[¢(X1,...,Xn)] /O;~~~/Z¢(ac1,...,xn)~f(x1~~x

- Unabhangigkeit

X1,..., X, stetig, f(z1,...,2n) = fi(z1) - fu(zn)

Remark Unabhéngige stetige Variablen sind automatisch gemeinsam stetig

ce™” O<z<y

n) dTp ...

Dann konvergiert X,, fiir n — oo gegen
P||X, — y <6:| "0

Intuitiv: Die Summe konvergiert zum Erwartungswert

Def Konvergenz in Verteilung
(Xn)nen, X Zufallsvariablen

Approx.

X, ~ X fir n — oo

Falls:

VieR: lim]P’{Xngz} :]P’[ng}

n—oo

Remark Diskrete Zufallsvariablen konnen zu stetigen konvergieren.

- Zentraler Grentwertsatz
(Xi)p>1 iid sd. E[Xg] =, V[Xg] = 02,5, =31 Xs
diL’l

Sn — np

ay/n

®(z) ist die Verteilung von N (0,1).

lim P

n—roo

approx.
S, TR N (ngr, no?)
ZGS wird haufig zur Approximation von Summen verwendet

Def Standardisierung von S,

B E[Sn]
V[Sn]

g . Sp—np Sy
n - O'\/ﬁ -

Im Skript auch Z,




6 Statistik

Notation Daten {z;}7

Klein, in Abgrenzung zu Zufallsvariablen X;

Notation Parameter ¥ € ©

Unbekannt, definiert den stoch. Prozess Py, dimension undefiniert

Def Schatzer

CZjl:tl(){la"',)(n)

t; heisst Schatzfunktion, eine Auswertung 7Tj(w) heisst Schatzwert

Def Erwartungstreu

T Erwartungstreu <% w9 € ©: Ey T] =9

Def Bias Ey[T]—4
Def MSE MSE@[T] = Eg [(T — 19)2}



	Wahrscheinlichkeitsräume
	Bedingte Wahrscheinlichkeit
	Unabhängigkeit

	Zufallsvariablen
	Diskrete Zufallsvariablen
	Diskrete Verteilungen
	Stetige Verteilungen

	Erwartungswert
	Diskreter Erwartungswert
	Stetiger Erwartungswert
	Ungleichungen
	Varianz
	Kovarianz

	Gemeinsame Verteilungen
	Gemeinsame Diskrete Verteilung
	Gemeinsame Stetige Verteilung

	Grenzwertsätze
	Statistik

